QUESTIONS ORGANISATIONNELLES

Note finale = 80% pour ’examen écrit + 20% pour des devoirs;

Les devoirs : 6 (2+2+2) exercices toutes les trois semaines;
Chaque troisieme semaine : on choisira 1 de ces 6 exercices au hasard et
vous devrez écrire une solution en présence.
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MOTIVATION : LA CONTINUITE

f = f(x) est continue si un petit changement de x entraine
un petit changement de f(x). Ainsi,

y X — fF(y) ~ f(x).
Par exemple, f:R — R, f(x) = x% est continue mais
f(x) = signx est discontinue.

L’objectif du cours est de trouver un langage efficace pour
discuter la notion de la continuité.



LA CONTINUITE EN PHYSIQUE

En physique, presque (?) toutes les quantités ne sont connues
qu’approximativement.

Une question fondamentale : Supposons qu’une application f décrive un
modeéle physique. Si y est une valeur approximative de x, est-ce que f( y)
est une valeur approximative de f(x) ? Autrement dit, est-ce que f est
continue?

Exemple

La force d’attraction entre deux planetes dépend continliment de leurs

masses : F = G™72;

La période de petites oscillations du pendule T = 271\/; est une
fonction continue de I.

LA CONTINUITE EN MATHEMATIQUE

Pour les applications f:R" — R™ le slogan
y~x — f(y) ~ f(x)
peut étre précisé comme suit :
Définition
Une fonction f:R" — R est dite continue si Vx e R" Ve > 035 = 5(x,¢e) >0
tq
ly-x[<s = |f(y)-f(x)] <e

1/2
ou [h] = (£7,h?)* h=(hy,...,hn) € R".
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Q: Pourquoi les fonctions continues sont-elles importantes?

Parce qu’elles ont des propriétés importantes, e.g. :
Sif:[a,b] — Rest continue, f est bornée et Ixg € [a,b] et 3x; € [a, b]

tq vxela,b] F(x0) < F(x) < F(xq).
(Théoreme des valeurs intermédiaires) Si f:[a,b] — R est continue,
l’équation f(x) = y, yeR

a une solutionssif(xg) < y < f(x7).

Défi: le cas f: R — R™ ne suffit pas pour les applications.

Exemple (Le pendule : approche non rigoureuse)

Les oscillations d’un pendule sont décrites par ’équation 6 = —w? sin 6, ou
w? = %. Si 0 est petit, sin 0 ~ 0, alors ’léquation approximative devient
0 = -w?0
qui peut étre résolue de maniere explicite :
O(t) = acos wt + bsin wt. (*)

On peut déterminer les constantes a et b a partir des conditions initiales,
e.g.:0(0)=0pet0(0) =0 = a=0getb=0,ainsi 0(t) = Oy cos wt.

2 2 [
NB. 0(t+2%) = 0(t) — T=2=2m/L
Alors, (*) décrit les oscillations d’un pendule approximativement.
Mais pourquoi ? Que veut-on dire par « deux fonctions sont proches » ?

En résumé, on a besoin d’une notion de continuité pour les applications
définies sur des ensembles plus généraux que R".



Pour trouver une forme plus générale, retournons au cas f: R" — R,
Désignons By (x) :={y e R" | |y —x| <r}olur>0etxeR".

Définition
Onditque U c R" estouvertsiVxeU 3Ir>0 tq B(x)cU.

Exemple
Br(x) estouvert Vx e R" et Vr > 0.

Tgn désigne la collection de tous les ouverts de R”, alors
UeTpn <= R" o Uestouvert.

Proposition
R", & € Tpn.
SiUg,...,U,€eTpn,alorsUy n---n U € Tpn.
Si{U; : i € I} est une collection quelconque d’éléments de Tpn, alors
Uier Ui € T

Démonstration.

Evident.

Soitx e Uy n--nUy,alorsxelU; Vje{l,... k}.
Ujestouvert = 3r; > 0tq By, (x) c U;.

Posons r := min{ry,...,r} >0.Donc B,(x) c U; Vj =
Br(x) cUpn--nU.

Soitx e Ujq Uy = JieltgxeU;;

U; estouvert = 3r > 0tq B(x) c U; c Ujg U;.



Définition
Pour un sous-ensemble A ¢ R™ quelconque et pour une application
f:R" — R™ quelconque, 'image inverse est définie par

f1(A) = {ye R" | f(y) eA}.

Proposition
f:R" — R™ est continue <= VUe Tpn f_l(U) € Tn.

Démonstration.
(<) :Soitx e R"ete > 0;z:=f(x).
Be(2) € Tgm f1(Be(2)) € T
35 > 0tq Bgs(x) c f_l(Ba(Z))
Siy € Bs(x), alorsf(y) € B¢(2)
Si |y - x| <8, alors [(y) - (x)] <.

L

Ainsi, f est continue.

Proposition
f:R" — R est continue <= VU e Tpn FL(U) € Tgn.

Démonstration.

(= ):SoitxeR"ete > 0.
festcontinue = |[f(y)-f(x)| <e lorsque |y —x|| <&

—  f(y)e Bg(f(x)) lorsque y € Bg(x)
—  yef1(B:(x))lorsque y € Bs(x)

—  Bs(x) c f1(Be(x)).
Alors,x € f1(U) < f(x) e U; Ue Tgm = Je >0tq Bg(f(x)) cU
— By(x) c f (V) etdonc f (V) € Tpn.

En résume, on peut définir la continuité uniquement en termes
d’ensembles ouverts.



TOPOLOGIE
Soit X un ensemble non-vide quelconque.

Définition
Une collection Ty de sous-ensembles de X est une topologie sur X si
X, € Ty.
SiUg,...,UgeTyx,alorsU; n---n Uy € Ty.
Si{U,:i €I} estune collection quelconque d’éléments de Ty, alors
Uies Uj € e
Le couple (X, Tx) est un espace topologique. Les éléments U € Ty s’appelent
les ouverts de la topologie.

Exemple
X quelconque, Ty := {@,X}; La topologie grossiere.

X quelconque, Ty := {U c X} (tous sous-ensembles); La topologie
discréte.

X = R", Tpn; La topologie standard de R".

Remarque
Pour démontrer , il suffit de montrer que
Up,UpeTy =— UjnU;eTy.

Pour un ensemble X quelconque et sous-ensembles U;, i € /,on a

XNOUi=UJX~NU) et XNUUi=N (XN U)).

i€l i€l i€l i€l

Proposition

Pour X quelconque, Ty := {U c X | X\ Uest finiou U = @&} est une topologie
sur X. Elle s’appelle la topologie cofinie.

Démonstration.
X~ (UpnUy) = (XN Up) u (XN Up) estfini = Uy n U, e Ty.
XN Uig Ui =Njg X~ Ujestfini == Ujq U; € Ty.



|’ESPACE TOPOLOGIQUE N’EST PAS SEULEMENT UN ENSEMBLE!

Ainsi, chaque ensemble X admet au moins 3 topologies différentes (si X est
infini ) : grossiere, cofinie et discrete.

grossiere # cofinie : X \ {xg} € T)C(Oﬁ” etX\ {x} ¢ T} .
grossiere = discréte: {xg} € ‘If}iscr et {xo} ¢ ’.T)%ms.

cofinie # discréte : {xo} € TI5 et {xo} ¢ ‘J')C(Ofi”.

Attention

On dit souvent que X est un espace topologique si la topologie est connue.
Dans ce cas, il faut bien comprendre de quelle topologie il s’agit!

APPLICATIONS CONTINUES

Définition
Soitf: (X,Tx) — (Y,Ty) une application entre deux espaces topologiques.
Elle est dite continue ou (Ty, Ty)-continue si pour tout U € Ty, f1(U) € Ty.

Attention
La notion de continuité dépend des topologies choisies.

Exemple
id: (X,Tx) = (X, Tx) est toujours continue.
f: (R, Tpn) - (R™, Tpm) est continue ssi f est continue dans le sens
de l'analyse (ici, Tpn est la topologie standard de R"!).
f: (X, ‘If(’ms) — (R™M, Tpm) est continue ssi f est constante : siz € imf,
f1(B:(2)) + @, alors f1(B:(2)) = X < f(X) c B¢(2). Puisque e >0
est arbitraire, alors f(X) c {z}.

Ainsi, f: (R”,‘Iﬂ%f,os) — (R™ Tpm) est continue = f est constant!



Exemple (suite)
Chaque application f: (X, T)‘(’iscr) — (Y, Ty) est continue parce que
chaque sous-ensemble de X est ouvert (dans ‘I)C(”SU .
Une fonction constante est toujours continue. Par contre, la fonction

1 six>0,
x(x) = .
0 sinon,

n’est pas continue parce que x‘l((%, 2)) = [0, +00) n’est pas ouvert
dans R (la topologie standard).

Si X contient au moins 2 points, id: (X, 79°%) — (X, T¥S") n’est pas
continue parce que id‘l({xo}) = {xp} mais {xg} n’est pas ouvert dans
CaIE )

Par contre, id: (X, T95") - (X, T97°%) est continue!

Lemme

Soient (X,Tx), (Y,Ty),(Z,77) des espaces topologiques et f: X - Y, g:Y - Z
des applications continues. Alors la composition g o f:X — Z est aussi
continue.

Démonstration.

La démonstration découle du fait suivant : pour toutes les applications
f:X—>Y,qg:Y - Z et pour tout sous-ensemble Uc Zon a

-1 1y
(gof) (U)=F(g™"(V)).
Ainsi, si f, g sont continues et U est ouvert, g~1(U) est ouvert et donc
f~1(g71(U)) est ouvert aussi. O



Corollaire

f=(f,H):X— R? est continue ssi 1, f>: X — R sont continues.

Démonstration.
Supposons que f: X — R? est continue. Puisque 711, 7>: R? — R définies par

mx,y)=x et mxy)=y
sont continues, 71y o f = f et 71y o f = f, sont continues par le lemme.
Supposons que f; et f, sont continues. Soit U € T et p = (p1,p2) € U.
UeTp = 3Ir>0tqBy(p)clU —

Rp:=(p1—r,p1+r)x(p2—r,p2+r)cBy(p). Alors,
F(Rp) =1 ((p1—r,p1+r)) nfyt((pa —r,pa + 1)) est ouvert comme

lintersection des ouverts et f"1(Rp) c F1(U). Ainsi,

FH(U) = U FH(Rp)

peU
est ouvert comme la réunion des ouverts. O

L’ESPACE DES FONCTIONS CONTINUES

Soit (X, T) un espace topologique. Désignons
cO(x) := {f:X — R | fest continue}.

Lemme

Soient f,g € C°(X). Alors les fonctions suivantes sont toutes continues :
f + g, définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x);
f — g, définie par (f —g)(x) = f(x) —g(x);
fg, définie par (fg)(x) = f(x)g(x);
f/g, définie par (f/g)(x) = f(x)/g(x) sig(x) + 0 en tout x € X;
f|, définie par|f|(x) = |f(x)|.



Comme exemple, nous démontrons que fg € C%(X) si f, g € €O (X).

En effet, fg est la composition suivante

I
— R,

ou w est définie par u(s,t) = st. Puisque (f,g) et usont continues, fg est
continue aussi.

f,
X (f,9) Rz

Exercice
Démontrer les affirmations restantes du lemme.

SOUS-ENSEMBLES FERMES

Soit (X, Tx) un espace topologique.
Définition

Un sous-ensemble F c X est dit fermé si X \ F est ouvert.

Exemple
[0,1] c R est fermé.
{0} c R" est fermé.

{xo} c X muni de la topologie grossiére n’est pas fermé lorsque X
contient au moins 2 points.

Z c R est fermé si R est muni de la topologie standard. Par contre, Z
n’est pas fermé dans R si R est muni de la topologie cofinie.

Ainsi, étre fermé est une proprieté de F c X et de Ty et pas seulement de F :
Z c Z est toujours fermé, et cependent Z c (R, M) p'est pas fermé.



Lemme
Soit X un espace topologique.
X, @ sont fermés.
SiFi,...,F, sontfermés, alors Fy U --- U F; est fermé.

Si{F; : i € I} est une collection quelconque de sous-ensembles fermés,
alors Nje, Fj est fermé. O

La démonstration découle des égalités suivantes :
AN(NB)=U@BNB) et AN(UB)=N(AB).
iel iel il il
Attention

Un sous-ensemble peut étre a la fois ouvert et fermé (par ex X c X) ou ni
ouvert ni fermé (par ex Q c R).

Remarque

La collection de tous les sous-ensembles fermés contient la méme quantité
d’informations que la topologie. On aurait donc pu baser notre définition
de topologie sur les ensembles fermés, définir un ouvert comme le
complément d’un fermé, etc. Il s’agit simplement d’une convention.

Proposition
Une application f: X — Y est continue ssi pour tout fermé F c Y l'image
inverse f~1(F) est un fermé de X.

La preuve découle du fait suivant : pour tout sous-ensemble Ac Y ona
FHY N A) =X~ FH(A). (*)

Exercice
Démontrer (*).



UN VOISINAGE

Définition (Voisinage)
Soit X un espace topologique et x € X. Tout sous-ensemble ouvert V c X tq
V > x s’appelle un voisinage de x.

Attention

Parfois on dit que V est un voisinage ouvert.

Une autre convention possible (dominante dans la littérature francaise ) :
Un voisinage de x dans X est un sous-ensemble W de X qui contient un
ouvert qui contient x.

POINTES LIMITES

Définition
Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Un point x € X est un
point limite, ou point d’adhérence de A si pour tout voisinage U c X dex,on a

(U~N{x})nA+@.

Exemple
Les points limitesde A= (-1,1) c Rsont[-1,1].
Plus généralement, les points limites de B;(x) c R" sont
Br(x):={yeR"||y-x| <r}.
L'ensemble A = {0} c R n’a pas de point limite.
Le point limite de {% |neN}est{0}.
Les points limites de Q c R sont R.

Les points limites de Z c R muni de la top. cofinie sont R. Cependant,
Z c R muni de la topologie standard n’a pas de point limite.



’ADHERENCE

Définition
Soit A c X un sous-ensemble d’un espace topologique (X, T). Ladhérence
de A dans X est definie par

A =adh (A) := Au {points limites de A}.

Autrement dit, x € A ssi pour chaque voisinage U de x, on a que
UnA=@.

Exemple

Pour By (x) c R", By(x) = Br(x).

Pour Z c R muni de la topologie cofinie, Z = R. Cependant, pour
Z c R muni de la topologie standard, Z = Z.

Lemme
Soient A, B c X deux sous-ensembles d’un espace topologique X. Alors

Aest fermé dans X ssi A = A. A=A
SiAc BalorsAc B.

Démonstration.

Supposons que A est fermé. Vx e X \ A =: V, V est un voisinage tq
(VN {x})nA=g,alorsx ¢ AetdoncA = A.

SupposonsqueA=A.Vx e X\A=X\A Junvoisinage Uy tqx € Uy
et (Ux~ {x})nA=@ = Uy c X\ A Alors,X \ Aest un ouvert
comme la réunion des ouverts: X \ A = Uyex4 Uy.

Evident.

Il suffit de démontrer que A c A. Soit x un point limite de A. Alors,

V voisinage Vdexona:3yeVnAety +x. Donc, V est un voisinage
de y, qui est un point limite de A. Donc, (VN {y}) nA # @ = xest
un point limite de A.

O



Proposition
A est fermé pour tout A c X. En fait, A est le plus petit fermé qui contient A :
A= () F (*)
F est fermé
AcF

Démonstration.
Lemme — A est fermé.

Désignons temporairement par B le membre de droite de (*) et notons que
B est fermé.

SiFestferméetAc F,Ac F=FetalorsAcB.

Pour démontrer 'inclusion B c A, on note que A est un fermé qui contient A.
m

ESPACES METRIQUES

Les espaces métriques constituent une classe d’espaces topologiques.
Définition
Soit M un ensemble non-vide. Une fonction d: M x M — R est une métrique
si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

d(x,y) >0pourtoutx,yeMetd(x,y) =0ssix=y

d(x,y) =d(y,x) pourtoutx, y € M.

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) pourtout x, y,z € M (I’inégalité triangulaire).
Le couple (M, d) est un espace métrique.

Proposition (La métrique euclidienne)

d:R"xR" - R, d(x,y):\/()(1—y1)2+---+(x,«,—yn)2
est bien une métrique sur R". En particulier, d(x, y) = |x — y| est une
métrique sur R.




Lemma (L’inégalité de Cauchy)
Soientry,...,rn,S1,...,5n € R. Alors

(Srs) < () (2 D). (%)

Démonstration du lemme.

Danslecasoua:= Y rjz = 0, (*) est évidente. Supposons a > 0 et
considérons

F(t) =) (tr; +sj)2 - 2 erz +2t ) rjsj+ Zsjz
=at’ +2bt +c=a(t+ b/a)2 +c-b?/a.
Evidemment, F(t) > 0 pour tout t € R. En particulier,
F(-bja) >0 <= b*<ac <= ().

Proposition (La métrique euclidienne)

d:anlen—HR, d(x,y):\/(Xl_yl)2+...+(xn_yn)2
est bien une métrique sur R".

Démonstration.

et M2 sont évidentes. Pour démontrer V3, notons rj=xj—zjet
sj:=2z; - y,.|lfaut démontrer que

\/Z(rj+sj)2§\ﬁ+ Zsjz —
%+22rjsj+%§%+2\/2rf\/25%+% —

I’inégalité de Cauchy.




Exemple (Des espaces métriques)
Pour chaque X, la fonction

d(X:y) :{

est une métrique (la métrique d’un égoiste; la métrique discrete).

0 six=y,
1 sinon

dri(X, ¥) = X1 = y1| + X2 — ¥,| est une métrique sur R? (la métrique de
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Exemple (Des espaces métriques Il)
doo (X, y) = max{|x1 - y1l, X2 - y2|} est aussi une métrique sur R?.

Soit C%[a, b] ’ensemble des fonctions continues [a,b] — R. Pour
f,g € C%[a,b], on définit

b
di(f,g) = [ IF0) - g(x)lax,

) 1/2
a(t,9) = ( [ 100 - gt ax)

deo(f,9) = sup{|f(x) —g(x)|:xe [a,b]}.

d1,d; et do sont des métriques sur C%[a, b].



A titre d’exemple, on va démontrer : d; est une métrique sur C%[a, b].

Démonstration.

et M2 sont évidentes. Pour vérifier M3, on doit démontrer que
dl(f’g)gdl(f’h)'l_dl(h:g) —

b 2 b b
fa \f(x)—g(x)|dnga \f(x)—h(x)|dx+[a Ih(x) - g(x) dx.
La derniére inégalité découle de
£(x) =g ()] = |(F(x) = h(x)) + (h(x) = g(x))| < [f(x) = h(x)] +]h(x) = g(x))
qui est simplement l'inégalité triangulaire de d; sur R (appliquée aux
points f(x), g(x) et h(x)). O

Exercice

Démontrer que d et do, sont bien des métriques sur C9[a, b] et €[a, b].

LA DISTANCE DE LEVENSHTEIN™
La distance de Levenshtein est une distance entre deux chaines de
caracteres qui est égale au nombre minimal d’opérations nécessaires pour
transformer une chaine de caractéeres en une autre, a l’'aide de
remplacement, suppression et ajout d’un caractere.

Exemple

Prenons de mots : NICHE et CHIEN. En regardant le tableau
N|I|C|H E

C/|H|I|E|N

on déduit que dj e, (NICHE, CHIEN) < 4. En fait, on peut vérifier que

diev(NICHE, CHIEN) = 4.

Pour deux langues différentes, on compose une liste (100 mots, par
exemple) de mots de méme sens et on définit la distance lexicale entre ces
deux langues par

dp(L1,L2) = djey(MOT}, MOT))
J



Soit (M, d) un espace métrique quelconque. Comme dans le cas de R”, on

définit

Définition

La boule ouverte centrée en m € M de rayon r > 0 est 'ensemble
Br(m)={m"eM:d(m,m") <r}.

Les boules ouvertes dans R? pour les métriques suivantes : euclidienne, de
Manhattan et d... Parfois, les boules ne sont pas si « rondes ».

Définition
Un sous-ensemble U c M est dite ouvert si
VmeU 3dr>0 tq Br(m)cU.

Exercice
Démontrer que B-(m) est un ouvert.
Démontrer que {m" e M| d(m,m") > r} et un ouvert.

Désignons Ty := {U c M| Uestouvert}= Ty ;) = Ty.

Proposition

Ty est une topologie sur M. Ainsi, chaque espace métrique est un espace
topologique.

Démonstration : voir la démonstration pour Tpn (Exercise!).



Proposition

Soit d la métrique discréte sur M. Alors, T4 = TAC.

Démonstration.

Puisque chaque point {m} = B;(m) est un ouvert dans (M, d), chaque
sous-ensemble U c M est ouvert :

U= U {mj}.

meU
Donc, Ty = T, O

Question
Est-ce que toute topologie vient d’'une métrique?
Non. Pour démontrer cela, soit X un ensemble infini muni de la topologie
cofinie. Supposons que T = T pour une métrique d. Choisissons un
x € X et considérons
X=B1p(x) U (X~ Bypp(x)) = fermé u fermé
— X est fini parce que les fermés sont finis.

METRIQUES EQUIVALENTES
Parfois différentes métriques engendrent la méme topologie.
Définition
Soient d, d’ deux métriques sur ’ensemble M. Elles sont dites Lipschitz
équivalentes (ou simplement équivalentes) s’il existe A, B > 0 tel que pour
LG 7S Ad(x,y) <d'(x,y) < Bd(x,y).

Par exemple, les métriques euclidienne et de Manhattan sur R? sont
équivalentes (Preuve?).

Proposition

Sid et d’ sont Lipschitz équivalentes, alors Ty = T 4.

La démonstration découle de l'observation suivante : Si d et d’ sont ,
Lipschitz équivalentes, alors Vme Met Vr >0 3r' > 0tq Bﬁ’(m) > Bf’, (m)
ET VmeMetVr' >03r>0tq Bﬁ,/(m) > B9 (m).



Supposons que (M, dy) et (N, dy) sont deux espaces métriques. Sur M x N
définissons

di((my,n1),(ma,n2)) = du(my,my) +dy(ng,ny),
da((m1,n1), (mp,nz)) = \/dM(ml,m2)2+dN(”1,n2)2,

doo ((m1,n1), (M, n2)) max {dy(m1,m,), dy(n1,n2)}.

Exercice
Démontrer que dq, d, et de sont des métriques sur M x N.

Ainsi, le produit d’espaces métriques est un espace métrique mais la
métrique n’est pas unique. Néanmoins, on a le fait suivant.

Proposition

dq, dy et do sont Lipschitz équivalentes.

A vous de la démontrer.

SUITES ET LIMITES

Rappelons qu’une suite (x,) dans R"” converge vers x € R" lorsque n — oo
siVe >0 3N >O0tqpourtoutn>Nona |x; —x| <e.

Définition
Une suite (x,) dans un espace métrique (M, d) converge vers x € M lorsque
n— oosiVe>0 IN > 0tq pourtoutn > Nonad(xp,x) < e.

Exercice

Montrer que la limite dans un espace métrique est unique si elle existe :

lim x,=m et lim x,=m’ — m=m'.

n—o0 n—oo

Attention

La convergence est une propriété de la suite et de la métrique.

Exemple

Dans un espace muni de la métrique discrete, une suite x, converge ssi
IN e Ntqxy = Xys+1 = Xna2 = . .. Donc, xp = * converge dans (R, dg), mais

. n
pas dans (R, d¥is<r).



Pour construire un exemple plus intéressant, nous observons : Si
fn € €°[a, b] converge vers f par rapport a deo, fn(X) converge vers f(x)
pour tout x € [a, b].
Soit f € C9(IR) une fonction positive tq f(0) = 1 et f(x) = 0 lorsque || > 1.
Par exemple, on peut choisir
1-(x|] sixel|[-1,1
oo - [T sixel-Ll
0 sinon.
Posons f,(x) := n/2f(nx) et considérons f, comme une suite dans

Co[-1,1].

\

fn ne converge pas par rapport a doo parce que f,(0) = nl/2 - oo,
Soitf(x) =0 Vx,alorsf =0.0na

1 n
dy(fn,0) = [ nY2f ()| dx ‘2 n Y2 f £(t)| dt
-1 —-Nn

1
= n~ 12 [ f(t)|dt = const-n~? — 0.
-1

Donc, f, converge par rapport a d; vers f = 0.

Exercice (x)
Clarifier si f, converge par rapport a ds.



SOUS-ENSEMBLES FERMES DANS ESPACES METRIQUES

Proposition

Soit M un espace métrique, A c M et m € M. Alors, m € A ssi il existe une suite
dnp € A tq dn —> M.

Démonstration.

Sim € A, on peut poser a, = m. Ainsi, supposonsque m e ANA —
m est un point d’adhérencede A = VneN  3a, € An By ,(m) parce

. . . 1
que By /,(a) est un voisinage de m. Par construction, d(an, m) < et donc
ap converge vers m.

Supposons que limap = m. S’il existe ntq a, = m, onam € A. Alors, on peut
supposer a, # m pour tout n.

Soit VV un voisinage de m quelconque. Alors, 3r > 0tq B,(m) c V. Puisque
limap =m, 3N e Ntqd(an,m) < rpourtoutn > N. Ainsi,ay € Br(m) =
ay € V etay # m. Donc, m est un point d’adhérence de A. O

Théoreme (Critere des suites pour un fermé)

Soit M un espace métrique. Un sous-ensemble A c M est fermé si et seulement
si, pour toute suite (an) d’éléments de A qui converge vers m € M on a que
m € A.

La démonstration découle de la proposition précédente.



APPLICATIONS CONTINUES DANS DES ESPACES METRIQUES

Rappelons que f: (M, dy) — (N, dy) est dite continue, si
UeTy =— Ff1U)eTy.

Théoreme
Les conditions suivantes sont équivalentes :
f est continue;

VmeMetVe>0 36=06(m,e) >0tq
dy(m’,m)<s = dy(f(m"), f(m))<e.
Vm e M et pour chaque suite (xn) de points de M on a que

lim xp=m — nlim f(xn) =f(m).

n— oo

La démonstration se fait comme dans le cas des fonctions f: R" — R et
reste a vous comme exercice.

Remarque

Comme dans le cas des fonctions R” — R, on dit que f: (M, dy) — (N, dy)
est continue en m € M si 'une des conditions équivalentes suivantes est
respectée :
Ve >0 30 =058(¢) >0tq
dy(m’,m)<s = dy(f(m"), f(m))<e.
Pour chaque suite (x,) de points de Mon a
lim x,=m = lim f(xp) =f(m).

n—o0 n—oo

Ainsi, f est continue ssi f est continue en tout m e M.



Exemple
id: (M,dy) - (M, dy) est toujours continue.
id: (€%[a, b],dso ) — (€°[a, b],d1 ), est continue parce que

b
deo(f,g) <8 —>  di(f,g) = [ If(x) - g()ldx<5(b-a).
a
Par contre, id: (€%[a, b],d1) — (€°[a, b], dw ), n'est pas continue :
di(f,g) <6 = dw(f,g)= sup [f(x)-g(x)|<e.

xe[a,b]

Plus généralement, soient d et d’ deux métriques sur M. Alors,
d(m,m") <Ad'(m,m") Vm,m'eM
—  id:(M,d) - (M,d") est continue.

Ainsi, si d et d’ sont Lipschitz équivalentes, id: (M,d) - (M,d") et
id:(M,d") - (M, d) sont continues.

Exemple (suite)
Soitc € [a,b]. La fonction
eve: (€°a,b],ds ) - R, eve(f) = f(c),
est continue, parce que doo (f,g) = sup, |f(x) —g(x)| <& =—
de(eve(f), eve(9)) = |f(c) - g(c)| < 8.
Pour tout mg € M la fonction f(m) := d(mg, m) est continue.

Pour voir le dernier exemple, on applique l'inégalité

d(x,y) -d(x,2)| <d(y,2) (*)
qui vaut pour tous les points x, y, z dans un espace métrique quelconque.
Linégalité (*) découle de l'inégalité triangulaire (montrer comme exercice!)



REMARQUES SUR LES SUITES DANS LES ESPACES
TOPOLOGIQUES

Définition

Une suite (x;) dans un espace topologique (X, T) converge vers x € X
lorsque n — oo si pour chaque voisinage VV de m il existe N > 0 tq pour tout
n>Nonaquex,el.

Contrairement au cas des espaces métriques, “la” limite n’est pas unique
en général.

Exemple

Rappelons que ‘.T)%mss = {@,X}. Alors, dans (X, ‘J')%mss) toute suite (xp)
converge et tout point x € X est sa limite parce que pour tout xilya un
seul voisinage : X.

Soit (xn) une suite dans (R, 7MY tq x, # xm si n # m. Alors, tout
x € Restune limite de (xp).

Proposition

Soit (X, T) un espace topologique et A c X. Si A est fermé, pour toute suite
(an) de points de A qui admet une limite a, alors a € A.

Exercice
Démontrer cette proposition.

Remarque (*)

En général, la propriété “pour toute suite (a,) de points de A qui admet
une limite g, alors a € A” n’implique pas que A est fermé:
Comme pour TN on définit

geoden .— [y c X | X \ U est vide, fini ou dénombrable}.
Dans (R, 7€°%") considérons A = (—o0,0]. Si (ap) cAetb >0, R~ {(xp)}
est un voisinage deb == b n’est pas une limite de (xp). Pourtant A n’est
pas fermé (par rapport & T€0den ).



LA TOPOLOGIE INDUITE

Soit (M, d) un espace métrique. Pour tout A ¢ M on obtient une métrique
sur A par restriction: dy:Ax A —> R, dj = d|axa.
dy, s’appelle la métrique induite (de celle de M sur A).

Exemple

Considérons Z c (R, dg). La métrique induite est dz(n,m) = |n — m|.
Remarquez que Ty, est la topologie discrete (parce que B1(n) = {n}) bien
que dz et la métrique discrete ne soient pas Lipschitz équivalents.

Exercice
Montrer que B (a) = {a’ € A| da(d’,a) <r} = B¥(a) nA.

Par

exemple, soit M = R? muni de la métrique
euclidienne et A = R% \ {[-10,10] x {0} }.
B5((0,1)) est non-connexe.

Proposition

Un sous-ensemble U c A est ouvert par rapport a dg ssi 3V c M qui est ouvert
dans (M,d) tqU =V nA.

Démonstration.

Supposons que U c A et un ouvert. Alors, YVu e U 3r=r(u) > 0tq
B (u) = {u" e U|ds(u,u) < r} c U. Considérons

= | BY | (u).

uel r(v)
V est ouvert comme la réunion des ouverts et

VnA=J (Br(u)(u) nA)=UJ Bf(u)(u) = U.

uel uel
Inversement, supposons que V c M est ouvertet U =V nA. Alors, V € Ty
— VYvelV 3 B%V)(v) c V. En particulier, Vu e U

r(u)(u) Br(u)(u)mAc VNA = VnAestouvertdans (A,dyg). O



Ainsi, on a démontré que

Ty, ={VNA|Ve ‘I(M,d)}. (*)
Pour les espaces topologiques on définit la top. induite en utilisant (*) :
Définition
Soit A un sous-ensemble non-vide d’un espace topologique (X, 7).
Définissons une collection de sous-ensembles de A par

Tla={UnA|UeT}.

T|a est une topologie sur A appelée la topologie induite.

Remarque

Quand on pense a A c X comme étant un espace topologique pour la
topologie induite, on dit que A est un sous-espace de X.

On va démontrer plus tard que la top. induite est bien une topologie.

Exemple

(0,1) cR:Uc (0,1) est ouvert ssi U est ouvert dans R parce que si V
est ouvertdansRet U=V n(0,1), Uestouvert dans R.

[0,1] cR:
[0, 0,1) est ouvert parce que [0, 0,1) = (-2, 0,1)n [0, 1].
[0, 0,1] n’est pas ouvert.
(0,5, 1] est ouvert.
En général, un ouvert de [0, 1] est de la forme suivante

[0,e)uVuU(d,1] ou [0,e)uV ou Vu(s1l] ou V,

ou V est ouvert dans (0, 1).
R c R? : la topologie induite est la topologie standard parce que

(a,b) = B(m)nRsim = (%L, 0) et r =259,

Attn : Un ensemble ouvert dans A n’est pas nécessairement ouvert dans X!



Lemma
La topologie induite T |, est bien une topologie sur A.

Démonstration.
A=XNnA & =TnNA.
SoientVy,. ..,V € Tla. Alorsil existe Uy, ..., U, € Tt.q. Vj = UjnA. Or
Vin-nV=UnAn---nU,nA=Un---nU,NA.
Puisque T est une topologie, Uy n---n U, € T.Donc Vi n---n V. € Tu.

Soit {V; : i € I} une collection quelconque d’éléments de T|4. Alors pour
toutijel,ilexisteU; € Tt.q.UinA=V,.0r

UVi=UWinA) = (UU)nA.

Puisque T est une topologie, | U; € 7. Donc U V; € T|,. O

Proposition

Soient (X, T) un espace topologique et & + A c X. Soit LA — X
linclusion. Alors vest (T, T)-continue.

Soitf: (X,Tx) = (Y,Ty) continueet @ + Ac X. Alors, flp:=foL:A—>Y
est (Tx|a, Ty )-continue.

Soient (X,Ty), (Y, Ty) deux espaces topologiques et @ + B c Y. Alors
une application f:X — Best (Tx, Ty|g)-continue si et seulement si Lo f
est (Tx, Ty)-continue.

Démonstration de
Soit U € Jy. Alors,

(For) () = CLHFL(W)) = FH(U) N A
est ouvert comme l'intersection des ouverts. O

Exercice
Démontrer 1. et



BASES D’UNE TOPOLOGIE

Définition
Soit (X, 7T) un espace topologique. Une base de la topologie est un

sous-ensemble B c T, B = {B; | j € J} tq tout ensemble ouvert de X est la
réunion d’ensembles appartenanta B :

YUeT dKcJ tq U:UkeKBk'

On observe:
Tout B € B est un ouvert de X;

B est une base de la topologie ssi
VUeT et VxeU 3IBeB tq xeBcU.

Exemple

Pour un espace topologique quelconque (X, T), B = T est toujours
une base de la topologie.

Exemple (suite)

Pour (X, 795 B = {{x} | x € X} est une base. Donc, une base de la
topologie n’est pas unique en général (en fait, presque jamais).
Dans un espace métrique, B := {Br(m) |meM, re (0, oo)} est une
base. B’ := {Br(m) ImeM, reQ,r> 0} est une base aussi.

B = {Br(p) lpeQ,reQ, r> O} est une base de la topologie de R".
En particulier, R” admet une base de la topologie dénombrable.

Si B c T est une base de la topologie, on a que

VxeX dBeB tq xeB.
VB1,BoeB et VxeBinBy, dBeB tq xeBcBjnB,.

En effet, B1 est évidente. B;,By € T = B1nBy, €T —



Bl VxeX dBeB tq xeB.
B2 VB1,Bo€B et VxeBynBy 3dBeB tq xeBcBinB,.

Proposition

Soit B et une famille de sous-ensembles d’un ensemble X + & quelconque. Si
B1 et B2 sont satisfaites, il existe une unique topologie T tq B est une base de
7.

Démonstration.

On définit T := {Uk := Upex Bk | K c J} U {@}. Alors, T est une topologie
parce que

- Bl = X € 7T;Deplus, T3 est évident.
o Vi Vi = (Ukek Bi) N (Uer Be) = Ukek et (Bk N Be);

Bk N Bg = UXEBkﬁBe B;([ e = VynV ¢ J.
Par définition de T, B est une base de 7.
L’unicité : 'exercice. O
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TOPOLOGIE DU PRODUIT

Soit (X, Tx) et (Y, Ty) des espaces topologiques. On est tenté de définir la
topologie sur X x Y par

{UXV|UET)(,V€(.T)/}. (*)
Pourtant, (*)
n’est pas une topologie parce que #
T3 n’est pas satisfaite en général.

Lemme
(*) a les propriétés B1 et B2,
La démonstration : exercice.

Corollaire

(*) est la base d’une topologie sur X x Y. Cette topologie s’appelle la
topologie produit.
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Exercice

Si By et By sont des bases des topologies de X et Y respectivement, alors
By x By := {B xC|BeBy, Cce By} est une base de la topologie du produit.

Exemple

Considérons R? comme le produit : R x RL. Une base de la topologie du
produit est constituée de rectangles (a,b) x (c,d). Latopologie du produit
coincide avec la topologie standard (= celle induite par la métrique de
Manhattan) parce que:

Si U est ouvert par rapport a la topologie standard,ona Vu e U 3r >0
tq Bﬁ”‘”’h(u) c U. Alors, U est ouvert par rapport a la topologie produit,
parce que BM1 () est un rectangle.

Si U est ouvert par rapport a la topologie du produit, Vu € U
i(a,b) x (c,d)cU tq uve(a,b)x(c,d) = Ir>0 tq
Bﬁ”a”h(u) c U. Alors, U est ouvert par rapport a la topologie standard.

Attention
Un ouvert dans X x Y n’est pas nécessairement de la forme U x V. Par

exemple, la boule ouverte B1(0) = {xf +x§ < 1} c R? n’est pas un
rectangle!

Exercice

Généraliser 'exemple précédent pour montrer ce qui suit : Si (M, dy) et
(N, dy) sont des espaces métriques, alors la topologie du produit sur M x N
coincide avec Ty, ou

d1((my,n1),(mg,np)) = dy(my, my) + dy(ny,ny).

Exercice

Soient X et Y deux espaces topologiques. Choisissons un y € Y et identifions
XavecX x {y} c X xY.Montrer que la topologie induite sur X x { y}
coincide avec la topologie initiale de X.



Proposition
Les projections p1:X x Y — X et po: X x Y — Y sont continues.

Démonstration.

UeTy = p;t(U)=UxYeTyy = pj estcontinue. O

Proposition

Soitf:Z — X x Y une application ot X, Y, Z sont des espaces topologiques.
Alors f est continue ssi pyof:Z—-X et p,of:Z—Ysontcontinues.

Démonstration.

f est continue = p; o f et p; o f sont continues en tant que composition
des applications continues.

Démonstration (suite).

Supposons que p; o f et p; o f sont continues. Soit W c X x Y ouvert pour la
topologie produit et z € f 1 (W) quelconque. On va montrer qu’il existe un
ouvert T, c f1(W) tqz e T,. Il s’ensuivra que f L (W) est ouvert, puisque
W)= U T
zelW
est une union d’ouverts.

Ecrivons f(2) = (x, y) € W. Alors il existe des ouvertsx e Uc Xety eV c Y
tq U x V c W. Chypothése implique que T; = (p1 o f) "1 (U) et
Ty = (py o f)71(V) sont des ouverts. De plus z € Ty N Ts.

Il reste a vérifier que Ty N Ty c F1(W). Mais si 2 € T; n Ty alors p; (f(2)) € U
etpy(f(z)) eV,doncf(z) e UxV cW. O



HOMEOMORPHISMES

Définition
Une application f: X — Y est un homéomorphisme si

f est bijective. f est continue. f~1 est continue.

S’il existe un homéomorphisme entre X et Y, on dit que ces espaces sont
homéomorphes.

En topologie, les homéomorphismes jouent un role similaire aux
isomorphismes entre deux groupes en algebre ou
isomorphismes entre deux espaces vectoriels en algebre linéaire.

Attention

et 2. =3 carid: (X, ‘.Td"s.cr) — (X, T9%) est bijective et continue, mais
id™1 = id: (X, 79705 — (X, TUSCT) nest pas continue (si X contient au moins
2 points).

Définition
Une application f: X — Y est un homéomorphisme si

f est bijective. f est continue. f~1 est continue.

S’il existe un homéomorphisme entre X et Y, on dit que ces espaces sont
homéomorphes.

Exemple

S\ {pt} et R sont homéomorphes. Exercice : /\
trouver les formules pour f: S* \ {pt} - Ret U

f1:R - S\ {pt} et prouver que ces deux
applications sont continues.



PROJECTION STEREOGRAPHIQUE

L'exemple précédent peut étre généralisé pour les spheres de toutes
dimensions: S"” \ {pt} et R" sont homéomorphes. Ici

n+1
"= {xeR™H S Xt =1} cRM
i=1
Explicitement,
en dimension 3 un homéomorphisme

@: 5%~ {N} - R? est donné par

(X Y 2
¢(x,y,2) = (1 7 _Z), (X, ¥,2) € SEN{N},
ou N =(0,0,1). Cette application s’appelle

la projection stéréographique (3 partir du pole T 0%
nord).

Image : Wikipedia.
Video: https://youtu.be/VX-0Laeczgk

Proposition

Un homéomorphisme est une application ouverte, cad que f(U) est un ouvert
si U est ouvert.

Démonstration.
Nous désignons g = f1:Y — X. La preuve découle d’identité
g A ={yeY|g(y)=acA < y=g7'(a) =f(a)} = f(A)
qui est valide pour tout A c X. Autrement dit,
(F1) 71 (A) = f(A).

Puisque f 1 est continue, f(A) est ouvert si A est ouvert. O

Remarque

Supposons que f: X — Y est bijective et continue. En fait, on a démontré
que f est un homéomorphisme ssi f est une application ouverte (ou de
maniere équivalente ssi f est une application fermée)


https://youtu.be/VX-0Laeczgk

TOPOLOGIE QUOTIENT

Soit ~ une relation d’équivalence sur X, cad que
X~ X;
X~y = Y ~X;
X~yety~z=— x~2z
Désignons par [x] la classe d’équivalence de x et par X/ ~ le quotient :
X]={x"ex|x"~x} et X/~={[x]eX|xeX}.

A titre d’exemple, définissons une relation d’équivalence sur [0, 1] par

X=Yy six,ye(0,1),
X~y <— :
x=youx=1-y six,ye{0,1}.

Effectivement, on doit identifier (« coller ») 0 et 1 (et seulement ces deux
points).

En images,
cela se traduit comme suit : ——— U Q

Un autre exemple:
X=10,1]x[0,1], (1,y) ~(0,y) pourtout y€[0,1].




RUBAN DE MOBIUS
Encore un autre exemple: X = [0,1] x [0,1], (1,y) ~ (0,1 - y) pour tout
y €[0,1].
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LA BOUTEILLE DE KLEIN
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LA BOUTEILLE DE KLEIN (SUITE)

On peut démontrer que La bouteille de Klein ne peut pas se plonger dans
R3



Nous avons construit le cercle, le ruban de Mobius, le tore et la bouteille de
Klein comme des ensembles quotients. On peut munir ces ensembles (et
les ensembles quotients en général) de la maniere suivante.

Soit7t:X — X/ ~ la projection : 7t(x) = [x] = {x" e X | x' ~ x}.

Définition
Soit X un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur X
quelconque. La famille iTX/N définie par

T30 = (V) e Ty
s’appelle la topologie quotient sur X/ ~.

Lemme
La topologie quotient est bien une topologie.

Démonstration.
Désignons Y := X/ ~.
(@) =g, (YY) =X.
:Uy,...,Ug € Ty <=7 1(U;) € Ty pourtout j = 1,...,k. Alors,
m i Uin-nU) =t (U) N na i (U) € Ty.
Donc Uy n---n U, € Ty.

: Soit {U; : i € I} une collection d’éléments U; € Ty < w1 (U;) € Ty.

Al
or (UU;) = Un i (uy) € T
i€l i€l

Donc Ui U; € JTy. O



Lemme

Soit 7t: (X, Ty) = (X/ ~, TUO) = (v, T4 [q projection et f:Y — (Z,T7).
Alors f est (7940t T)-continue ssi f o 7t: X — Z est (Ty, Tz)-continue.

On représente souvent cette situation par le diagramme

Démonstration.

Si f est continue, alors f o 7t est continue en tant que composition des
applications continues.

Supposons que f o 7t est continue. Soit U c Z un ouvert. Puisque
-1 11
(forr) = (U) =m=(f (U))
est ouvert, on a que 1 (U) est ouvert par définition de 794, Alors, f est
continue. O

Exemple
Définissons ~ sur[0,1] par

0~1
L'application F:[0,1] — S* définie par F(t) = ( cos(2mt), sin(2mt)) est
continue et F(0) = F(1). Donc, on a 'application induite f: [0,1]/ ~ — St
qui est bijective et continue selon le lemme.

Pour montrer que f est un homéomorphisme, on montrera que

f:[0,1]/ ~ — S est fermée. Choisissons un fermé A c [0,1]/ ~ et
supposons que p = limf(qp) € St existe oU gn € A. Puisque St estun espace
métrique, il suffit de montrer que p € f(A).

Choisissons g, € [0,1] tq 7t(gn) = qn. Par le théoreme de
Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite g, convergente. Alors,
g :=limgn, € w1(A) parce que w1 (A) est fermé.

Puisque F est continue,

p=1limf(qn,) =limF(Gn,) = F(q) = f(7(q)) € f(A).
Ainsi, f(A) est fermé et donc f est un homéomorphisme.



BASES DES TOPOLOGIES QUOTIENTS
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Bien évidemment, 7t: X — X/ ~ est continue si on munit X/ ~ de la topologie
quotient. En fait, la topologie quotient est la plus grande topologie tq
7:X — X/~ est continue dans le sens suivant :

Désignons par T la top. quotient sur ¥ = X/ ~. Si T’ est une topologie
sur Y telle que 7t: (X, Tx) — (Y, Ty) est continue, alors Ty c Tg.

Attention

Ve Ty_==m(V) € Ty car pour 7t:[0,1] - [0,1]/ ~= St onaque [0, ¢) est
ouvert dans [0, 1], mais 7t( [0, €) ) n’est pas ouvert dans S*!

Remarque

La topologie quotient est un exemple d’une construction plus générale :
Soit (X, Tx) un espace topologique, Y un ensemble et f: X — Y une
application surjective quelconque. On définit une topologie T sur Y
comme la topologie quotient :

Tr={VcyY| FH(V) e Tx }-

C’est la plus grande topologie telle que f est continue.




GROUPES

Des relations d’équivalence apparaissent souvent par le biais d’actions de
groupes.
Rappelons qu’un groupe est un ensemble G muni de deux applications

GxG—-G, (g,h)~g-h et G — G, g»g‘l
telles que
a-(b-c)=(a-b)-c pourtousa,b,ceG;
deecG tq e-g=g=g-e pourtoutg € G;
g-g‘1 =e :g‘l -g pourtoutg € G.
Sienplusg-h=h-g pourtousg,h € G, le groupe G est dit commutatif ou
abélien. Dans ce cas-13, on écrit habituellement

g+h auliéde g-h, 0 auliéde e et —g auliéde g

Exemple
Le groupe le plus simple: Z, = {0,1}.
(R,+), (C,+).
(R~ {0},-), (C~{0},);
GLn(R) = {A € My(R) | detA + 0} muni du produit matriciel; GL,(C);
O(n) = {AeGLy(R) |A-Al = id = A - A}

Définition (Opération de groupe)

Une opération (ou action) d’un groupe G sur un ensemble X est une
application GxX X, (g,X) > g -
vérifiant les propriétés suivantes :

e-X =X pourtoutxeX;

g-(h-x)=(g-h)-x pourtousg,h e GetpourtoutxeX.

Pour un g € G fixé, on désigne Lg: X — X, Lg(x) = g-x.



Attention

On ne doit pas confondre le produit G x G — G avec une action G x X — X
méme si la notation est la méme.

Exemple
G={1,-1} 2 Z, operesurX =R par (-1)-x = —x
{+1} opere aussi, par exemple, sur R"” et
S"={x=(x1, . Xpe1) €R™H | xf 44 xh, = 1)
par multiplication de chaque x;.
(Z,+) opére sur X = R par (t,x) — t +x.

Chaque groupe opére sur lui-méme: X = G, (g,x) — g - x. Dans cet
exemple - est identique.

GLn(R) opére sur R"” par

t
(A,X) > A-Xx = (Zalfxf’ e Zanjxj) :
J J

LA RELATION D’EQUIVALENCE ASSOCIEE A UNE OPERATION

Chaque action de groupe donne lieu a une relation d’équiv. comme suit.

Lemme

Soit donnée une opération d’un groupe G sur X. La relation sur X définie par
x~x — dgeG tg x' =g-x

est une relation d’équivalence.

Démontrer ce lemme a titre d’exercice!

Dans ce cas, la classe d’équivalence [x] = Ox d’un x € X s’appelle l'orbite de
x.0On désigne X/ ~= X/G.



Définition
Une action d’un groupe G sur un espace topologique (X, T) est
dite continue si

Lg:X—>X, Lg(X) ::g‘X
est continue pour tout g € G.

Proposition

Si G opére continiiment sur X, Lg est un homéomorphisme pour tout g € G.

Démonstration.

-1 -1 .
(LgroLg)(x) =g -(g:x) = (g -g)-x=ex=x = Lgiolg=idy.
De la méme maniere, Lg © Lg-1 = idy. Alors, = = Lg1 existe et est

continue. O

LE CERCLE / LE TORE

Considérons l'opérationde Z surR:
(n,x) — x +n.

Evidemment, toute orbite contient un représentant unique dans [0,1) <
toute orbite contient un représentant unique dans [0, 1] sauf Oy, qui
contient exactement deux représentants: 0 et 1. Alors,

R/Z =~ [0,1]/ ~= S

Exercice
Considérons l'opération de Z2 sur R? :

((n,m), (x,y)) — (x+n, y +m).
Montrer que R?/Z% = T, ou T est le tore.



En utilisant le lemme sur la relation entre f: X/G — Retfom: X - R, on
peut identifier C°(X/G) et

C2(X) = {f e CO(X) | f(gx) = f(x)}.

En particuliere,
{ les fonctions sur R continues périodiques } = c0(sh),

Exercice
Considérons 'opération de Z?2 sur R? :

((n,m), (x,y)) — (x+n, y+m).
Montrer que R?/Z% = T, ol T est le tore.

Donc,
{ les fonctions sur R? continues bipériodiques } = c%(T).

’ESPACE PROJECTIF

Définition
Lensemble des droites vectorielles dans R?*! s’appelle ’espace projectif
réel. On désigne cette espace par RP".

Nous démontrons plus tard que RP" est un espace topologique. A ce
moment-l3, nous avons défini RP" seulement comme un ensemble.

On peut comprendre RP" comme un ensemble paramétrisant ’ensemble
des droites vectorielles dans R"™, cad que chaque point de RP"
correspond a une droite vectorielle dans R"*1,

Exemple

Il'y a une correspondance
bijective (en fait, un homéomorphisme)
entre RP! et le cercle S1




Rappelons qu’une droite vectorielle est un ensemble
Oy := {x e R™ | x = Av} oliv e R""1 \ {0}. Ainsi, on peut définir RP"
comme un ensemble quotient:

RP" := (R™' < {0})/~ o v~w < FAeR~{0}tqw=Av.

De facon équivalente, puisque chaque droite intersecte la sphére en
exactement deux points, qui sont antipodaux, nous avons également

RP":=S"/ ~, ol V~W <= W= =V,

Ainsi, on a la projection canonique 7t: S7 — RP". On définit une topologie
sur RP" comme la topologie induite de S”, cad que

RP" 5 V est ouvert — S" 5w L(V) estouvert.

LE PLAN PROJECTIF RP2

Exercice
Montrer que ’hémisphere
S2i={(x%y,2) eR|x*+y*+2* =1, z>0}
contient au moins un représentant de toute classe d’équivalence.
Montrer que 'hémisphére et le disque D = {(x, y) e R* | x* + y* <1}
sont homéomorphes;

Montrer que le disque D et le rectangle R sont homéomorphes. Alors,
S$2 et R sont homéomorphes aussi.



LE PLAN PROJECTIF (SUITE)

_—
>

N Y
<
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Comme dans le cas de la bouteille de Klein, on peut démontrer que le plan
projectif ne peut pas se plonger dans R3.

Le plan projectif est un ruban de Moebius auquel on a collé un disque

i
A

>0

Construction de la surface de Boy :
https://www.youtube.com/watch?v=uig-EcQz_uU.

Explorez le plan projectif vous-méme :
https://sketchfab.com/3d-models/boys-surface-bryant-kusner-
d49b2e593962495b9deffb4206175dee.


https://www.youtube.com/watch?v=uiq-EcQz_uU
https://sketchfab.com/3d-models/boys-surface-bryant-kusner-d49b2e593962495b9deffb4206175dee
https://sketchfab.com/3d-models/boys-surface-bryant-kusner-d49b2e593962495b9deffb4206175dee

ESPACES DE HAUSDORF / ESPACES SEPARES

Rappelons que dans un espace métrique la limite d’une suite est unique si
elle existe.

Démonstration. Supposons que my, est une suite dans un espace métrique
(M,d) qui converge vers met m’.

m=Ilimm, = Ve>0 3N tq mpeBg(m) sin>N,

m' =limm, = Ve>0 3IN' tq mpeB(m') sin>N.
Notons quesim # m’ etr:=d(m,m")/2>00onaB-(m)nB,(m") = @ parce
que
meB:(m)nBs(Mm) —

d(m,m") <d(m,m) +d(m,m") <r+r=d(m,m").
Alors,sim = m’, poure =r=d(m,m")/2 ettout n > max{N,N’'} on a

mp € B¢(m) n B¢ (m"). Il Sagit donc d’une contradiction qui montre que
/
m=m'.

Le point clé de 'argument ci-dessus est le suivant : dans un espace
métrique, sim = m’ il existe un voisinage Uy de x et un voisinage Uy de y tq
UX N Uy = .

Attention

Dans un espace topolgique quelconque il n’est pas nécessaire que les
voisinages Uy et Uy tq Ux N Uy = @ existent. Par exemple, dans R muni de la
topologie cofinie, l'intersection de deux ensembles ouverts quelconques
est non vide.

Définition
Un espace topologique X est dit de Hausdorff si pour tout couple x, y € X de
points distincts il existe des ouverts Uy, Vy tq
xelUy, yeUy et UxnUy=2a.
On abrege “un espace topologique de Hausdorff” a un espace Hausdorff.



Remarque

La terminologie francaise pour “espace de Hausdorff” est celle d’espace
séparé.

Lemme
Une suite convergente dans un espace Hausdorff a une seule limite

Démonstration.

Supposons que X, est une suite dans un espace Hausdorff X qui converge
vers x et x. Puisque X est Hausdorff, 3U > x et 3U’ > x ouvertstqUn U’ = @.

x=limx, =— 3dIN>0 tq xpeU sinx>N;
X' =limxs, = 3IN'>0 tq xpeU sin>N.

Alors, pour tout n > max{N, N’} on ax, € Un U, une contradiction. O

PROPRIETES DES ESPACES DE HAUSDORFF

Proposition

Soit (X,7T) un espace de Hausdorff et x € X. Le singleton {x} est une partie
fermée de X.

Démonstration.

Choisissons y € X\{x}. Puisque X est Hausdorff, il existe deux voisinages Uy
et Uy disjoints tels que x € Uy et y € V. En particulier, Uy c X \ {x}. Alors

= U Uy
yeX~{x}
est ouvert en tant que la réunion des ouverts. Ainsi, {x} est fermé. O

Remarque
Dans l'espace topologique X = {a, b} muni de la topologie

T:={g, X, {a}}
le singleton {a} n’est pas fermé. Par contre, {b} est fermé.



Proposition

Soient X un esp. Hausdorff et A c X un sous-espace. Alors A est Hausdorft.

Soient X, Y deux espaces Hausdorff. Alors X x Y est Hausdorff pour la
topologie produit.

Si X est Hausdorff et si X et Y sont homéomorphes alors Y est Hausdorff.
En d’autres termes, étre un espace Hausdorff est une propriété
topologique.

A titre d’exemple, nous prouvons 1. : Soient a,b € A, a # b. En considérant a
et b comme des points de X, qui est Hausdorff, on trouve Ug, Up, € Tx tq
aclUg, belUp et UgnUp=2.
Ondénote Vg :=UgnA etV :=UynA. Alors,
aelVg, beVy, et VgnVpcUgnUy=a.

Proposition

Soient (X, Ty) et (Y, Ty) des espaces topologiques et f,g:X — Y des
fonctions continues. Si (Y, Ty) est Hausdorff, 'lensemble

E:={xeX|f(x)=9g(x)}
est un fermé de X.

Démonstration.
Soitx e X \ E,alors f(x) # g(x). Comme Y est Hausdorff, 3U,V € Ty tq
f(x)eU, gx)eV et UnV=g.

Puisque f et g sont continues, f~1(U) et g% (V) sont des voisinages de x.
Alors, f1(U) ng™1(V) =: W est un voisinage de x aussi. Puisque

f(W) cf(FHU))cu et gw)cg(gt(v))cv,
onaquef(W)ng(W) =@.Alors, X \ E est ouvert. O



Corollaire

Soit X un espace topologique, A un sous-ensemble dans X tg A = X et Y un
espace Hausdorff. Pour une application f:A — Y, il existe au plus une fonction
F:X — Y continuetq F|s = f.

Démonstration.
Supposons qu’il existe deux prolongements F,G: X — Y. Alors,

AcE={xeX|F(x)=G(x)}cX =
X=AcE=F =— E=X = F=0.

Remarque

Si le prolongement de f existe et est continu, f:A — Y est continue (par
rapport a la topologie induite).

Le prolongement peut exister ou non. Par exemple,
, +1, six>0,
signx = .
-1, six<0

est continue sur A := R \ {0} mais ne permet pas un prolongement
continu défini sur R.

Exercice (*)

Trouver un exemple de application continue f: A — Y qui permet deux
prolongements continus A — Y (ainsi, Y ne peut pas étre Hausdorff).



LES SOUS-ENSEMBLES DENSE

Définition
Soit (X, 7T) un espace topologique. Un sous-ensemble A c X est dite dense,

siA = X. Autrement dite, A est dense, si chaque ouvert de X contient au
moins un point de A.

Exemple
(0,1) est dense dans [0, 1].
Q est dense dans R.
R\ Q est aussi dense dans R.
Pour (X, 795" seulement X est dense.

Z est dense dans (R, ‘ICOﬁ”). En fait, tout sous-ensemble infini est
dense dans (IR, T€Of).

On peut reformuler le corollaire précédent comme suit.

Corollaire

Soit X un espace topologique, A un sous-ensemble dense dans X et Y un
espace Hausdorff. Pour une application f:A — Y, il existe au plus une fonction
F:A — Y continue tq F|, = f.

Pour voir une application, dénotons par M, (R) I'espace de toutes les

matrices de taille n x n a coefficients réels. M, (R) est un espace vectoriel de

2 /
dimension n?. Un isomorphisme M,(R) - R"" est donné par
di1 di2 ... dip
E (all, ai2, ---,01p, ---, Adn1, dp2, - -+, ann)-
anl an .o Gnn
En particulier, My (R) est un espace métrique (alors, topologique).

Explicitement, n 1/2
da(4,B) = (Y (ay-by)” )
ij=1



Lemme
Le sous-ensemble

GLp(R) := {A e Mu(R) | det A% 0} c My(R)
est dense.

Démonstration.

SoitA € My(R) N GLy(R) < det A = 0. Pour trouver une B € GL,(R)
proche de A considérons le polyndme caractéristique de A

Xa(A) :=det(Aid = A) = A" + @ ;A" + -+ ap,
oua;=a;(A) € R.Puisquexs #0,ilaau plus nracines (et A = 0 est une
racine). Alors, 3Ag > 0 tq la seule racine de x4 dans (=Ag, Ag) est 0. Si
Ak —> 0etA, #00naque (A-Agid) € GLn(R) converge vers A et

det(A — }\kld) = (_l)nXA()\k) + 0.
Donc, A € GLy(R) et ainsi, GLy(R) = My (R). O

Revenons au polyndme caractéristique

Xa(A) = det(Aid —A) = A" + @ A"+ -+ ap.
Evidemment, ap = x4(0) = (-1)" detA et a1(A) = —TrA. Cest un peu plus
compliqué pour les autres coefficients.

Méme si l'on ne peut pas exprimer facilement a; par les coefficients de A, on
peut en établir certaines propriétés comme suit. Si P € GL,(R),

det(P'AP) =detA = xXpipp=xa = Xop=Xro» (*)
ouQ=P 1A < A=PO.

Théoreme
(*) s’applique a toutes P, Q € M (R). En d’autres termes, a;(PQ) = a;(QP).

Remarque

Bien sdr,pour j=n et j=n-1 onalesidentités bien connues:
det(PQ) = det(QP) et Tr(PQ) =Tr(QP).



Démonstration.

Notons que nous avons montré que XoP = Xpo pour toutes Q € Mn(R) et
toutes P € GL,(R). Ainsi, pour Q fixée, considérons

f:Mp(R) = Pn,  f(P) =Xpo — Xop
ou Pp, est ’ensemble de tous les polynomes de degré au plus n. Comme
pour Mp, on peut identifier P, avec R7*1 :

boA" + b)AN" 4+ by > (b, b1, .., bp).
En particulier, P, peut étre muni de la topologie Hausdorff.

L'application My (R) — Pp, A= x4 est continue puisque tout a; est un
polynome de coefficients de A.

L’application M (R) — M, (R), P — PQ est continue puisqu’elle est linéaire.
Alors, Mp(R) — P, P+ xpg est continue comme composition. Ainsi, f est
continue et f = 0 sur GL,(R). Alors, f = 0 partout puisque GL,(R) est

dense. O

QUAND LES ESPACES QUOTIENTS SONT-ILS HAUSDORFF?

Un quotient d’un espace Hausdorff n’a pas besoin d’étre Hausdorff.

Exemple
Considérons la relation d’équivalence sur R :
X~y — (xetyeQ)OU (xety e R\ Q).
Donc, rationnel ~ rationnel, irrationnel ~ irrationnel, mais rationnel 4

rationnel. Alors, R/ ~= {a, b} muni de la topologie grossiere (plus
petite). Ainsi, R/ ~ n’est pas Hausdorff.

Considérons la relation d’équivalence sur R :
X~y = xetyeR~ {0}
Ainsi, R/ ~= {a, b} en tant qu’ensemble, mais la topologie est
différente

T ={g, {a,b}, {a}}.

C’est I’exemple non trivial le plus simple d’un espace non Hausdorff.



Théoreme

Soit X un espace topologique muni d’une opération continue d’un groupe G.
Supposons que Vx,x" € X tq Ox # O, 3 un voisinage U de x et un voisinage
U' dex’ tg

UngU' =@  Vged.
Alors, X /G est Hausdorff (et 7t:X — X /G est une application ouverte).

Démonstration.
Soit U c X ouvert et V := rt(U). Puisque

wi(v)=JgU ()

geG
est ouvert comme la réunion des ouverts, V c X/G est ouvert par définition
de la topologie induite. Ainsi, 7t est une application ouverte. O

Démonstration (suite).
Soient maintenant x, x’ et U, U’ comme dans la formulation de ce théoréme.
Donc, V = 7t(U) est un voisinage de [x], V' = t(U") est un voisinage de [x']
etona
-1 A | =1/,
- (VnV)=a"(V)nm ~(V).
En utilisant (*), on obtient
wtvav) = (Ugu)N(UAY) = U (gunht).
geG heG g,heG
Puisque
gunht’ =g(UngthU') = &,
on obtient 71 (V n V') = @. Enfin, par la surjectivité de 7 on obtient
V n V' = @. Ainsi, X/G est Hausdorff. O



Exemple

Considérons l'opération de (Z, +) sur X = R définie par (n,x) — x + n.
Pourx,x” e Rtq Oy # O,/, posons

6::%inf{|x—x’—n| :neZ}>0.

Ilsuitque U:= (x -5, x+8) et U := (x' - 8, x +§) satisfont
I’hypothese du théoreme. Alors, R/Z est un espace Hausdorff.
Exercice : Montrer, que l’application F: R — S! définie par

F(t) = (cos 27tt, sin 27tt) induit un homéomorphisme f:R/Z — S.

Considérons l'opération de Z? sur X = R? définie par
((n,m), (%, y)) = (x+n, y+m).

Exercice : Montrer, que I'espace quotient R?/Z? est Hausdorff et que
l'application F:R? — St x S definie par

F(x,y) = ( cos2mx, sin27mx, cos2my, sin2my)

induit un homéomorphisme f:R?/Z? — St x St

Exemple (suite)
Considérons 'opération de Z, = {+1} sur X = S" définie par
£-X= (axo,...,axn).
Si Oy # 0,7, 0nax # x’ et donc on peut trouver des voisinages Uy > x et
U6 >x"tq Uy N U6 = @ parce que S” est Hausdorff. De la méme
maniere, il existe des voisinages Uy > x et U} > —x" tq U; n U] = @.
Donc, si on pose
Ui=UpnU; et U :=Uyn(-U})
onobtientUn U’ =@ = Un (-U"). Ainsi, S"/Z, est Hausdorff.

SZ/Zz est clairement le plan projectif RP?2, cad que le plan projectif
est un espace Hausdorff.



LE TORE (REVISITE)

Considérons l'opération de Z? sur X = R? comme dans ’exemple 2.

Exercice

Montrer que le carré R := [0, 1] x [0, 1] contient au moins un représentant
de toute classe d’équivalence. En plus, chaque (x, y) € (0,1) x (0,1) est
’'unique représentant de sa classe d’équivalence.

\V4

Y.

Visuellement, il y a une bijection entre le tore et St x St. On a démontré
déja qu’en fait, c’est un homéomorphisme.

ESPACES CONNEXES
Intuitivement un espace est connexe s’il ne tombe pas en plusieurs

morceaux.
Définition
Un espace topologique X est dit connexe si
X=UuV et UnV=g =— U=g ou V=g
lorsque U et V sont ouverts.

Si X n’est pas connexe, il existe des ouverts U + etV + g tq
X=UuV e UnV=g =— U=X\V estfermé.

Bien sar, V = X \ U est fermé aussi. Donc, U et V sont ouverts et fermés
simultanément.

Exemple (non-exemples)

(X, TS west pas connexe (si X contient au moins 2 points) :
X={xo}u (X~ {x0}).

(0,1) u (1,2) n’est pas connexe.



Lemme

Soit A c X un sous-espace d’un espace topologique. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

A est connexe par rapport a la topologie induite;
Pour tous ouverts U; U, de X tq

AcUjuly et UynU;nA=g, (%)
on a soitA c Uy, soitA c Us.

Démonstration.
Soient Uy, U € Tx tq (). Désignons V; := Ujn A € Ty. Alors,
A=Viuly et Vinlh=02 — Vi=@ ou Vp,=a.
Donc,Ac U; ou A c U;.

Soient V1, V, € T4 tq

A=ViulVy, et VinlV,=a. (%)
Alors, il existe Uy, Uy € Ty tq Vj = UjnA. (x) == (*) =
AclU; ouAclU; = V,=@ oul;=a. O

Proposition

[0, 1] est connexe.

Démonstration.

Supposons que [0, 1] est non-connexe. Alors, [0,1] =Uu V,ou U # & et
V + @ sont ouverts et fermés. En outre, on peut supposer que 0 € U.

Posons T :=sup {t €[0,1]][0,t] c U}’

CasA: 1= 1.Puisque T est un point limite de U et U est fermé, T € U.
Puisque U est ouvert, 3¢ > 0tq (1 - ¢,1] c U. De plus, puisque T = 1,
Jt>1-¢etq[0,t] c U.Alors,on aque

[0,1] = [0,t]u(1-¢,1]c U — V=o.
Contradiction.

Cas B: T < 1. On peut supposer que T > 0 (Pourquoi?). La démonstration de
cas Aimplique que T € U. Puisque U est ouvert, 3¢ > 0 tq
(T-2¢,T+2¢)cU = [0,T+¢]cU = T+ sup. Contradiction

aussi. O



Remarque
La méme démonstration montre que on fait chaque intervalle
[a,b], (a,b], [a,b) et (a,b) (%)

est connexe. En fait, un sous-ensemble A c R est connexe (par rapport a la
topologie induite) ssi A est un intervalle, cad

do,d; EA: do <03 - [GO, al] c A. (**)

Exercice

Montrer que (*x) implique que A est ’'un des éléments de la liste (), ou
on admet aussi des intervalles (semi-)infinis, par exemple (—oo, b].

Proposition

Soit f:X — Y une application continue entre deux espaces topologiques. Si X
est connexe, alors f(X) c Y est connexe pour la topologie induite.

Démonstration.
Supposons que f(X) est non-connexe :

fX)=UuV, UVeTgy, UnV=g, UzzetV=:o.
Par déf. de la top. induite, 3 U,W e Ty tqU =f(X) nUetV =f(X) n V.
Puisque f est continue,

A=fY0) =) et B:=fYWV)=f1V)
sont ouverts dans X. De plus,
X=AUB AnB=g, A+g et B+a.
puisque
X=f1f(x))=fYvuv)=ftU)uft(v)=4AuB

etU,V+3 — A,B + @. Alors, X est non-connexe, une contradiction. O



Remarque

Dans cette proposition seulement X est supposé étre connexe. En
particulier, Y peut étre non-connexe.

Comme corollaire, on obtient

Théoreme (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Supposons que X est connexe et f € CO(X). Si yq = f(xo) < y7 := f(x1), alors
toutes les valeurs y € [ vy, yi]sont atteintes par f, cad ['équation

fx) =y
a une solution pour tout y € [yq, ¥1]-

Démonstration.

Puisque f(X) c R est connexe et y,, ¥ € f(X), Uintervalle [ yq, y;1 ] est
contenu dans f(X). O

Ainsi, le théoreme des valeurs intermédiaires pour fonctions f: [a,b] - R
est un corollaire de la connexité de l'intervalle sauf qu’en général les sup et
inf ne sont pas toujours atteintes.

Proposition

Etre connexe est une propriété topologique, cad
X est connexe et

. — Y est connexe.
X et Y sont homéomorphes

Démonstration.

Supposons que f: X — Y est un homéomorphisme. Puisque X est connexe,
Y = f(X) est connexe aussi. O



Lemme

Un espace topologique X est non-connexe si et seulement s’il existe une
fonction continue f:X — {0, 1} et surjective (< non-constante), ou {0,1} est
muni de la topologie discreéte.

Démonstration.
Supposons 3f. Soit U = f~1(0) et V = f~1(1). Evidemment X = Uu V.
Puisque {0} et {1} sont des ouverts de {0, 1}, U et VV sont des ouverts de X.
Puisque f est surjective ni U ni V n’est vide. Donc X est non-connexe.
Supposons que X est non-connexe. Alors

X=UuV, UVeTy, UnV=g, UzgetVzga.
Définissons f: X — {0, 1} par

F(x) = {0 sixe U,

1 sixelV.

C’est une fonction continue puisque f~(0) = Uet f~1(1) = V sont des
ouverts. En outre, f est surjective puisque ni U ni V ne sont vides. O

Proposition

Un produit X x Y de deux espaces topologiques est connexe si et seulement si
X et Y sont connexes.

Démonstration.

Supposons que X x Y est connexe. Alors X = p1 (X x V) etY = po(X x Y) sont
les images d’applications continues définies sur un espace connexe.

Supposons que X, Y sont connexes et que F: X x Y — {0, 1} est continue.
Puisque ty: X = X x ¥, 1y(x) = (X, y), est continue (pourquoi?) Vy e Y,on a
que
fy:X —{0,1}, fy=Foi, <= fy(x)=F(x,Y)
est continue. Alors, f, est constante parce que X est connexe. De la méme
maniere,
¥ - {0,1},  fi(y) =F(xy)

est constante Vx € X. Alors, pour tout (x, y), (x’, y') e X x Y ona que

FOx,y) =f(y) =i(y') = F(x, ¥') = fi(x) = £, (') = F(X, /),
cad que F est constante. O



Exemple
R est connexe;
Tout rectangle est connexe.

Proposition

Soit X un espace topologique et A c X une partie connexe de X. Alors A est
aussi connexe.

Démonstration.
Soitf : A — {0,1} une fonction continue. Alors,
fla:A— {0,1} estcontinue — f|4 estconstante

Puisque ({O, 1}, deiscr) est Hausdorff et A est dense dans 4, il existe au plus
une fonction continue F:A - {0, 1} tq F|4 = 1. Cette fonction existe bien et
est évidemment la fonction constante. Par l'unicité, f : A — {0,1} est

constante. Donc, A est connexe. O

CONNEXITE PAR ARCS
Définition
Un espace topologique X est dit connexe par arcs si pour tout xg, x1 € X il
existe un application continuey:[0,1] - X telque y(0) = xg et y(1) = x3.
Dans ce cas-la, y s’appelle un chemin (arc) joignant xg a x3.

Exemple

[0, 1] est connexe pararcs:y(t) = (1 - t)xg + tx;. Par contre,
[0,1] ~ {%} n’est pas connexe par arc (Pourquoi?).
R" est connexe par arcs (Pourquoi?).
Sin>2,R"\ {0} est connexe par arc: Si xg et x; ne sont pas
colinéaires, on peut définir

v(t) = (1-t)xg + txg.
Sinon, on choisit x, qui n’est pas colinéaire avec xq et définity par
exemple par

6) = {(1—21‘))(0+2tx2 sit ¢ [0,1/2]
(2-2t)xy + (2t —1)x; site[1/2,1].



Exemple (suite)

S est connexe par arcs sin > 1: Pour démontrer cela, on constate que

m:R™ {0} > §7, m(x) = —

est continue et surjective. Pour xg,x; € S" on choisit yg, y; € R? ~ {0}
tq7t(y;) = x;. Siy estun chemin dans R" \ {0} joignant y, a y, alors
7oy est un arc dans S joignant xq a x7. Ainsi, S" est connexe par arcs.

Si X et Y sont connexes par arcs, alors X x Y est aussi connexe par arcs :
Pour deux points (xg, yq) et (x1, ¥1) on choisit un chemin yy dans X
joignant xg a x; et un chemin yy dans Y joignant yy a y;. On definit

v:[0,1] = Xx Y, y(t) = (vx(t), yv (1))
C’est un chemin dans X x Y joignant (xg, yo) a (X1, ¥1)-

Proposition
Soit X un espace topologique qui est connexe par arcs. Alors X est connexe.

Démonstration.
Supposons que X n’est pas connexe, cad X = Uu V, ou U et V sont des
ouverts tq Un V = @&. Choisissons xg € U et x; € V. Puisque X est connexe par
arcs, 3y joignant xg a xj.
Notons

A:=(Imy)nU et B:=(Imy)nV.

Les deux sous-ensembles sont ouverts dans Im-y par rapport a la topologie
induite. De plus,

Xo€EA — A+Q et x1eB =— B=%wg.

Ainsi, Imvy n’est pas connexe, qui est une contradiction.



Cependant,
X est connexe = X est connexe par arcs.
Pour construire un exemple, considérons

X:{(X,y)e[R{2|x>0,y=sin%}u{(0,y)eﬂ%2| ye[—l,l]}

1

_ 2 — cin
—{(X,y)e[R |x>0,y—smx}.
"I

Cet espace est connexe .

en tant que l'adhérence y _"!
d’un espace connexe. | Hl‘
Cependant, X n’est pas o 'M
connexe par arcs : Soit 7 ° | ‘ u
la restriction de m: R? > R, |
m(x, y) = x, sur X. Alors,

mo: X — [0, 00) est continue

et surjective. Siy est un chemin joignant (0,0) a (1/27,0),

790 y:[0,1] = [0, =] est continue et donc surjective. Neanmoins, y ne

’ 21T
peut pas étre continueen t = 0.

—

|
-

1

COMPOSANTES CONNEXES

Nous allons montrer qu’un espace topologique X peut toujours s’écrire
comme une union disjointe de sous-espaces connexes, appelés les
composantes connexes.

Lemme

Soit X un espace topologique. Supposons qu’il existe une collection
{A; c X :iel} de sous-espaces telle que

Pour touti € I, Aj est connexe.
Pour touti,jel, AinAj + @.

Alors, A = U; A; est un sous-espace connexe. En particulier, si X = J; A; alors X
est connexe.

Démonstration.

Soitf:A — {0, 1} continue. Puisque chaque A; est connexe, f|4. est
constante. Ecrivons f(A;) = {p;} ol p; = 0 ou 1. Mais pour tout /, j € |,
AinAj+ @doncp; = p;cequiimplique que f est constante sur A. O



Définition
Soit X un espace topologique. Si x € X, la composante connexe de X, notée

Cx, est la réunion de tous les sous-ensembles connexes de X qui
contiennent x.

Lemme

La composante connexe de x est connexe. De plus Cy est fermé dans X et deux
composantes connexes Cy et Cy, sont soit disjointes, soit égales.

Cx est le plus grand sous ensemble connexe de X qui contient x au sens ou
tout sous-ensemble connexe C' de X qui contient Cy coincide avec Cy.

Démonstration.

Soient C; et C; deux sous-ensembles connexes contenants x. Donc, C; n C;
est non-vide et ainsi

LKCi| Ci>x et C; estconnexe }

i€l
est toujours connexe par le lemme précédent. En particulier, Cx est connexe
en tant que la réunion de tous sous-ensembles connexes contenantsx. O

Lemme

La composante connexe de x est connexe. De plus Cy est fermé dans X et deux
composantes connexes Cy et Cy, sont soit disjointes, soit égales.

Cx est le plus grand sous ensemble connexe de X qui contient x au sens oul
tout sous-ensemble connexe C' de X qui contient Cy coincide avec Cy.

Démonstration (suite).

Puisque Cy est connexe, alors Cy est connexe. Donc, Cy est un
sous-ensemble connexe qui contient x == Cy o Cy puisque Cy est la
réunion de tous sous-ensembles connexes contenants x == C, = Cy <
Cy est fermé.

SiCxnCy # @,alors Cy uCy estconnexe == Cx =CxuUCy =Cy.

Si C’ est connexe et contient x, alors C’ c Cy. Side plus ¢’ o Cx,on a
nécessairement que C’ = Cy. O



Remarque
Supposons que le nombre des composantes connexes d’un espace
topologique X est fini, donc
X=Ciu---u(.
Puisque tout C; est fermé, le sous-ensemble C, U --- U C; est fermé. Donc,

C; est ouvert en tant que le complément d’un fermé. De méme, tout Cjest
ouvert (et fermé).

Remarque

On peut définir les composantes connexes par arcs de la méme maniere.
Bien que cette deux notions soient tres proches, en général les composants
connexes par arc et les composants connexes sont différents. Par exemple,
’espace

{(x,sin1/x) | x>0}
a seulement une composante connexe, mais deux composantes connexes
par arcs.

VARIETES TOPOLOGIQUES
Définition
Soit n € Z5. Un espace topologique X s’appelle une variété

topologique de dimension n si tout point de X possede un voisinage
homéomorphe a un ouvert de R".

Pour expliquer : Si X est une variété topologique, alors X admet un
recouvrement ouvert {U; | i € | } tq pour touti € / il existe un
homéomorphisme @, : U; — V;, ou V; c R" est un ouvert.

Exemple

R" est une variété topologique de dimension n. Plus généralement,
tout ouvert de R" est une variété topologique de dimension n.

S" c R est une variété topologique de dimension n : S” est
Hausdorff comme un sous-espace de R"**. De plus,

{S" N {S},S" \ {N}} est un recouvrement ouvert et on a déja montré
que S" \ {S} et S" \ {N} sont homéomorphe a R” (projection
stéréographique).



Exemple (suite)

Le tore est une variété topologique de dimension 2. De la méme
maniere, le ruban de Mobius, la bouteille de Klein et le plan projectif
sont des variétés topologiques de dimension 2.

La réunion de deux droites qui se croisent, n’est pas une variété
topologique (Pourquoi?).

La réunion de deux spheres qui se touchent en un point n’est pas une
variété topologique (Pourquoi?).

Exercice

Démontrer que l’espace projectif RP" est une variété topologique de
dimension n.

Théoreme
Une variété topologique X est connexe ssi elle est connexe par arcs.

Démonstration.

On a de démontrer qu’une variété topologique connexe est connexe par
arcs. On choisit un point xg € X quelconque et désigne

Cxo = {x1 € X | Fy € €2([0,1]; X) tq v(0) = xo ety(1) =xq }.
On va démontrer que Cy, est ouvert. Soit x; € Cy, quelconqueet ¢ :U - V
un homéomorphisme comme dans la définition d’une variété topologique.
Puisque VV c R" est un ouvert, alors on peut trouver r > 0tq B (¢ (x1)) c V.
Désignons
U= 9 (Br(@(x1))),

qui est un voisinage de x;. Notons, que U’ est connexe par arcs parce que U’
est homéomorphe a B, (¢ (x7)). O



Démonstration (suite).
Six" e U et5e€¥([0,1]; U') tq5(0) = x1 et 5(1) = X/, pour le chemin

n v(2t) site[0,1/2],

e(t) :=
5(2t—1) site[1/2,1]

onae(0) =xgete(l) =x". Ainsi, U’ c Gy, et, donc, Cy, est ouvert.
On va démontrer que X \ Cy, est ouvert. En effet, si y ¢ C,, on peut choisir
un voisinage Uy de y qui est homéomorphe a une boule ouverte dans R".
SiUy n Gy, # @, un argument similaire donne que y € Cy,. Ainsi,

Uy c X \ By, et,donc, X \ Cx, est ouvert. Puisque xg € Cx, == Cx, # &,
par la connexité de X on a forcément que

X\GXO:Q <~ XZGXO.

Exercice

On dit d’un espace topologique X qu’il est localement connexe par arcs si
Vx € X il existe un voisinage U de x qui est connexe par arcs. Généraliser la
démonstration ci-dessus pour montrer que tout espace connexe et
localement connexe par arcs est connexe par arcs.

COMPACITE PAR RECOUVREMENTS

Rappelons que toute fonction continue [a,b] — R est bornée.

Question
Pour quels espaces topologiques X les fonctions continues f: X - R
sont-elles toutes bornées?

Observation : Toute fonction continue f: X — R est localement bornée, cad
pour tout x € X 3 un voisinage Vy de x tq f est bornée sur V4.

Donc, nous avons un “recouvrement” de X par des ouverts

X:UVX

xeX
sur lesquels f est bornée. Si on pouvait trouver un « sous-recouvrement »
fini tq
X = VXl J---u ka,

alors on pourrait conclure que f est bornée sur X.

Ceci motive les définitions suivantes.



Définition
Soit A c (X,T) un sous-espace d’un espace topologique. Un recouvrement
ouvert de A est une collection
U={U;jeT:iel}
d’ouverts tel que A c Ujg U;.
Un sous-recouvrement du recouvrement U de A est une sous-collection
V c U qui est encore un recouvrement de A.
Un recouvrement est dit fini s’il contient un nombre fini d’éléments.
Définition
Un espace topologique (X, T) est dit compact si tout recouvrement ouvert
de X admet un sous-recouvrement fini.
Attention

Parfois, dans la définition de la compacité, on exige aussi que X est
Hausdorff.

La définition ne dit pas seulement qu’il existe un recouvrement fini. Il
doit étre possible de trouver un sous-recouvrement fini quel que soit
le recouvrement donné.

Exemple
Un sous-ensemble fini est toujours compact.

Chaque ensemble X muni de la topologie cofinie est compact (ici,
A =X):SoitU = {U; | i €I} un recouvrement ouvert quelconque.
Choisissons un U;, € U. Alors,

XN\ Ujy = {x1,. ., X}
U est un recouvrement = Vx; € X\ Uj, HU,-j cUtqx; e U,-j. Alors,
X=UjpuUju---ul.
R n’est pas compact : Posons
U={Upn:=(-n,n)|neN}.

Evidemment, U est un recouvrement ouvert qui n’admet pas un
sous-recouvrement fini (Pourquoi?).



Lemme

Soit A c X un sous-espace d’un espace topologique. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

A est compact par rapport a la topologie induite;
De tout recouvrement de A par des ouverts de X on peut extraire un
sous-recouvrement fini.

Démonstration.

SoitU = {U,- €Ty |ie€ I} un recouvrement ouvert de A
quelconque. Alors, {U; nA | i € I} est un recouvrement ouvert (par rapport a
la topologie induite). Donc, la compacité de Aimplique que

A=(UpnA)u---U(UgnA)=(Upu---uUg)nA
Donc,Ac U u---ul,.
Soit V := {V; € Ty | i € I} un recouvrement ouvert quelconque. Par
définition de la top. induite, Vi e I 3U; € Ty tq V; = U; n A. Donc,
A=V, = A=UUinA)=An(UVU;) = AcUU.

iel iel iel iel

Alors,Ac Uy u---UUy = A=An(Uyu---ulUy)=Viu---UV,. 0

Théoréme (Heine-Borel)
[0, 1] est compact (par rapport a la topologie standard).

Démonstration.
Soit U un recouvrement de [0, 1] par des ouverts de R. Désignons
T = sup {t € [0,1] | 3 un sous-recouvrement fini qui recouvre [0, t]}.

Evidemment, T > 0.

On veut démontrer que T = 1. Supposons que T < 1. Puisque U est un
recouvrement de [0, 1], 3Uy € U tq T € Uy. Puisque Uy est ouvert, 36 > 0 tq
(t-5, T+08) c Ug. Par définition de T, Ity € (T -6, T] tq l'intervalle [0, ty ]
admet un sous-recouvrement fini: {Uy, ..., Uy | U; € U}. Alors,

{Uo,Uy,..., Uy}
est un sous-recouvrement fini de [0, T + 8], ce qui est impossible. Ainsi,
T=1.

Enfin, le méme argument montre en fait que [0,1] admet un
sous-recouvrement fini. O



Théoreme

Soitf:X — Y continue. Si X est compact, alors f(X) c Y est compact (par
rapport a la topologie induite du Y).

Démonstration.
Soit {U; € Ty | i € I} un recouvrement de f(X), cad

f(X) cJU; — Xc ).
i€l i€l

Puisque f est continue, {f‘l(U,-) |ie I} est un recouvrement ouvert de X.
Par la compacité de X,

X=ftUp)u-ufH(Ug) =fHUpu-uUy)

— f(X)cUju---uU,.

Ainsi, f(X) est compact. O
En tant qu’illustration, considérons R/Z muni de la topologie quotient. Soit

m:R — R/Z la projection canonique. Donc, 7t est continue et
R/Z = n(R) = 7t([0,1]).
Puisque [0, 1] est compact, alors R/Z est compact aussi.

De la méme maniere, on peut démontrer que le tore, la bouteille de Klein et
le plan projectif sont compacts.

Corollaire

Compacité est une propriété topologique.

Corollaire
Chaque fonction continue f: X — R sur un espace X compact est bornée.

Démonstration.
Considérons le recouvrement ouvertde R :
U := {Un :=(-=n,n) | neN }

Puisque f(X) c R est compact, il existe un sous-recouvrement fini, disons
{Uny,-..,Un, }. Posonsn = max{ny,...,ny}.Alors,

f(X) cUn,u---uln, =(-n,n).
Ainsi, f est bornée. O



Proposition

Un fermé d’un espace compact est lui-méme compact.

Démonstration.

Soit F un fermé dans un espace compact X. Soit U un recouvrement ouvert
de F quelconque. Alors, U U {X \ F} est un recouvrement ouvert de X.
Puisque X est compact, il existe un sous-recouvrement fini :

Uy, U, ..., Us.
SiU; e UWpourtoutie{1,...,k},onatrouvé un sous-recouvrement fini de X
(et, donc, de F). Si l'un de ces ensembles, disons Uy, est X \ F, on considere
Ul,Uz,...,Uk_l. (*)

Puisque Uf(:l U; = X,onaque U}‘:‘ll U; contient tous les points de
XNUp =X~ (X \ F) = F. Ainsi, () est un sous-recouvrement de F fini. O

Linverse n’est généralement pas vrai, cad un compact n’est pas
nécessairement fermé (Considérez (X, ‘ICOf’”)). Cependant, c’est vrai si X est
Hausdorff.

Proposition

Si X est un espace Hausdorff et A c X est un sous-espace compact, alors A est
fermé.

Démonstration.
Choisissonsx e XNA.VaeA JUg e Ty et IVgeTytqae Ug,x € Vyet
Ug N Vg = @. Evidemment, U := {Uq | a € A} est un recouvrement ouvert de
A. Alors, il existe un sous-recouvrement fini :
AcUg, U---ulg,.
Soient Vg, ..., Vq, lesvoisinages de x correspondants et
Vy :=Vg, n---nVg,.

Louvert Vx est un voisinage de x qui est disjoint de Ug, U --- U Uq, et donc
de A. Ainsi, Vy c X \ Aetalors X \ A est ouvert. O



Théoreme (Théoréme des valeurs extrémes)

Une fonction continue f: X — R sur un espace X compact est bornée et atteint
son maximum et son minimum.

Démonstration.

On a déja montré que f est bornée. Puisque f(X) c R est compact dans un
espace Hausdorff, f(X) est fermé.

SiA c R est un sous-ensemble fermé et borné, alorssupAcA et infAcA
(les point limites de A sont contenus dans A). Ainsi, f atteint son maximum
et son minimum. O

FORMULATION EQUIVALENTE EN TERMES DE FERMES
Proposition
Un espace topologique X est compact ssi pour toute collection

F = {F; fermé de X;i € I} de fermés de X tq N, Fj = @, il existe un
sous-ensemble {F; ,...,F; } finitq ﬂj-‘zl Fi. = 2.

Démonstration.

Supposons que X est compact et F est une collection de fermés comme
ci-dessus. Alors, U := { U i=XNFjliel } est une collection des ouverts. De

plus,

UUi=UX~F)=x~(NF)=X~2=X.

i€l i€l i€l
Donc, U est un recouvrement ouvert — 3 un sous-recouvrement fini :
{Ui,>- - -, Uj, }- Mais cela implique que

k k
J:

B
=1 |

J=1
La direction inverse : Exercice. O

k



Corollaire

Soit X un espace compact et (Fp) ey Une famille de fermés tq Fp + @ pour
tout n € N. Alors,

F13F23F33... — ﬂant@.
neN

Démonstration.

Supposons que Npen Fn = @. Comme X est compact, il existe Fp,, ..., Fp, tq
ﬂf-‘:l Fn; = @. Quitte a renommer les fermés, on peut supposer que
ny <ny <---<ny. Alors, ﬂf‘:l Fn; = Fn, # @. Contradiction. O

LA COMPACITE DE PRODUITES

Théoreme

Soit X, Y deux espaces topologiques. Alors le produit X x Y est compact ssi X
et Y sont tous les deux compacts.

Démonstration.

Supposons que X x Y est compact. Puisque p; est continue, X = p1 (X x Y)
est compact en tant que I'image d’un espace compact.

Supposons que X et Y sont compacts. Soit W un recouvrement ouvert de
X x Y. Soit x € X fixé. Puisque W est un recouvrementde X x Y,VyeY
IW(y) e Wtq (x, y) € W(y). Par définition de la topologie produit,
FU(y) cXet3aV(y) cVYtq

(x,y) e U(y) xV(y) c W(y).

La collection {V(y) : y € Y} est un recouvrement ouvert de Y. La compacité
de Y implique qu’il existe un sous-recouvrement fini, disons V(y;), ...,
V(y,). Posons

U(x) =U(y1) n--nU(y,).



Démonstration (suite).
Alors pourtouti=1,...,r,

U(x) x V(y;) < U(y;) xV(y;) < W(y;)
Donc

U(xX) x ¥ € U(x) x _L_le<y,-> c _L_leu,-)

Maintenant la collection {U(x) : x € X} est un recouvrement ouvert de X. Il
existe donc un sous-recouvrement fini {U(x7 ), ..., U(xs) }. Chaque
sous-espace U(x;) x Y est recouvert par un nombre fini d’ouvert du
recouvrement W. Donc X x Y, étant la réunion (finie) des U(x;) x Y pour

1 <i<s,estaussi recouvert par un nombre fini d’éléments du
recouvrement W.

CRITERE AUTOMATIQUE D’HOMEOMORPHISME

Nous avons déja vu qu’en général
f:X — Y est continue et bijective i f~1 est continue.
Cependant, on a le résultat suivant :

Proposition

Soit f:X — Y une bijection continue. Si X est compact et Y est Hausdorff, alors
f est un homéomorphisme.

Démonstration.

Soit G un fermé de X. Puisque G est fermé dans X qui est compact, alors G
est compact. Comme f est continue, f(G) est aussi compact. Puisque Y est
Hausdorff, f(G) est un fermé de Y. Ainsi, f est une application fermée et,
donc, un homéomorphisme. O



En tant qu’application, on a le résultat suivant.

Proposition

L’espace quotient R/Z est homéomorphe d 'ensemble S* = {z € C,|z| = 1}
muni de la topologie induite par celle de R?.

Démonstration.
On définit 'application
0:R/Z—>SY,  [x]—e¥™.
On a déja vu que @ est continue et bijective. Comme R/Z est compact et st
est Hausdorff, ¢ est alors un homéomorphisme. O

Exercice
Considérons l'opération du groupe Z? sur R? :
(n,m)-(x,y) = (x+n, y+m).

Prouver que R?/Z? est homéomorphe au tore T. De plus, prouver que
le tore est homéomorphe a St x St muni de la topologie produit.

Prouver que 52/{:|:l } est homéomorphe au plan projectif.



LA COMPACITE DANS R”
Définition
Un sous-ensemble A ¢ M d’un espace métrique est dit borné s’il existe R > 0
et Mo € Mth C B(mo,R).

Exercice

Montrer que A est borné ssi une des propriétés suivantes est vérifiée :
VmgeM 3R =Rm, tq Ac Bgr(mp).
3C > 0tq pourtoutx,y €A, d(x,y) < C.

Proposition

Soit M un espace métrique. Si K c M est compact, alors K est borné et fermé.

Démonstration.

Puisque pour tout mg € M la fonctionK - R, K> m — d(m,mg) est
continue, alors elle est bornée, cad que K est bornée. K est fermé en tant
gu’un sous-ensemble compact d’un espace Hausdorff. O

Théoréme
Un sous-ensemble K c R" est compact ssi K est borné et fermé.

Démonstration.
Soit K borné par rapport a la métrique dwo

. Alors,
il existe R > 0tq deo(m,0) <R, cad
K c[-R,R]".
[-R, R]" est compact en tant que le produit de sous-ensembles compacts.
Puisque K est un sous-ensemble fermé, alors K est compact. O

Remarque

En général, un sous-ensemble borné et fermé d’un espace métrique
quelconque n’est pas compact. Par exemple, un sous-ensemble A
quelconque d’un espace discret est toujours borné et fermé. Cependent, A
n’est pas compact si A est infini.



LES NORMES SUR R"
Définition
Soit (E,+) un espace vectoriel. Une norme sur E est une application
N: E — [0, +00) vérifiant les trois propriétés suivantes :
Pourx e E,N(x) =0 < x=0
(Inégalité triangulaire) N(x + y) < N(x) + N(y) pour tous x, y € E.
(Homogénéité) N(Ax) = |A|[N(x) pour tout A e Retx € E.

Exemple

Les normes suivantes sont des exemples classiques surR",n > 1:

n
Ix]l1 = Z x;| pourtoutx e R

IX]l2 = | Zx pour tout x € R"

|X[|co = max |x;| pour tout x € R"
1<i<n

Exercice

Supposons que N est une norme sur E. Montrer que dy(x, y) = N(x — y)
définit une métrique sur E. Donc, tout espace vectoriel normé est un espace
métrique.

Théoreme
Soient Ny et N, des normes sur R". Alors N1 et N, sont équivalentes, cad qu’il
existe des constante A,B > 0 tq

ANy (x) < N1 (x) <BNy(x) pourtoutx e R".

En particulier, si N est une norme sur R", la topologie métrique associée a la
distance dy(x, y) = N(x — y) coincide avec la topologie usuelle sur R",

Démonstration.

Soit N une norme sur R quelconque. Il suffit de montrer que N est
équivalente a | - |0 parce que

1 B
M) <Blxle etlloo S TNa(x) = Ni(0) <5 Na(x),

O



Démonstration (suite).
Soit (e1,...,en) labase standard de R". Désignons C := Y./ ; N(e;) > 0.

NG = N( S xier) = Xl (er) < 3 [xlooN(er) < Clixl .
En remplagant x par x — y, on obtient N(x — y) < C||x — y||c. DoNC,
N:R™ — R est continue par rapport a do.. Puisque
Soo = {X €R" | |IX]loo =1}
est borné et fermé (pourquoi?), alors Se, est compact. Donc, la restriction

de N sur Seo atteint son minimum A :=inf {N(x) | x € Seo } = N(xg) > 0.
Ainsi, six # 0,on a que

AN(=) = Alxleo <N().

[xleo

Attention

Le théoreme implique que les métriques dy, et dy, sont équivalantes si N;
et N, sont des normes sur R" quelconques. Cependant, le théoreme
n’implique pas que toutes les distances sur R” sont équivalentes!

COMPACITE PAR SUITES
Définition
Un sous-espace K ¢ M d’un espace métrique est dit séquentiellement

compact si toute suite (x,) c K possede une sous-suite qui converge vers
un point de K.

Théoreme
Un sous-espace K ¢ M d’un espace métrique est compact ssi K est
séquentiellement compact.

La preuve de ce théoreme consiste en plusieurs étapes.

Lemme

Soit (xn) c X une suite dans un espace métrique. Ecrivons S = {xp : n € N}.
Supposons que x est un point limite de S. Alors il existe une sous-suite de (xp)
qui converge vers X.

La preuve découle du fait suivant : tout point limite de A est la limite d’une
suite (a, ) tq a € A. Détails : Fine, Bertelson, Premoselli. Intro a la topologie.



Proposition

Soit K ¢ M un sous-espace compact d’un espace métrique. Alors K est
séquentiellement compact.

Démonstration.

Si S est fini, il doit exister au moins un point x € K qui est répété un nombre
infini de fois dans (xp). Ainsi, dans ce cas-la, il existe une sous-suite
constante, alors convergente.

Supposons que S est infini. Il suffit de démontrer que S a un point limite
dans K. Supposons qu’il n’existe pas de point limite de S dans K. Donc,
Vx € K Je(x) >0tqSn (Bgx)(X) \ {x}) = 2. Considérons
u = {BS(X)(X) |X € K}.
La compacité de K implique gqu’il existe un sous-recouvrement fini :
K c BE(Xl)(Xl) y---u BE(Xr)(Xr)'
Mais les boules contiennent chacune au plus un point de S donc, ensemble,

elles ne contiennent pas plus que r points de S. Ceci contredit le fait que S
est infini. O

Corollaire (Bolzano-Weierstrass)

Soit (xn) c R une suite bornée. Alors elle posséde une sous-suite
convergente.

Démonstration.
Par ’hypothese, 3R > 0tq S = {x, : n € N} c BR(0). Alors,
S c Br(0) = Br(0),
parce que Bg(0) est fermé. Puisque S est borné et fermé, alors S est

compact par Heine-Borel. Ainsi, (x5 ) possede une sous-suite
convergente. O




Lemme (A)

Soit M un espace métrique séquentiellement compact et soit U = {U,- i€l }
un recouvrement ouvert de M. Alors il existe un r > 0 avec la propriété
suivante: Ym e M 3U = Ujyy € U tg Br(m) c U.

Démonstration.

Supposons qu’un tel r > 0 n’existe pas. Alors, Vvn e N dm, e M tq
B1/n(mn) ¢ Uj pour tout € I. Puisque M est séquentiellement compact, la

suite (mp) possede une sous-suite (mp, ) qui converge versunm € M.
Puisque U est un recouvrement, il existe U; € UWtg m € U;. Alors, 3r > 0 tq
Br(m) c U; parce que U; est ouvert.

Maintenant, prenons k si grand que d(mp,,m) <r/2et1/n, <r/2.0na
Bl/nk(mnk) c Br(m)

parce que

m' €Byp, (Mn,) == d(m,m") <d(m,mp,)+d(mn,,m") <r/2+1/nj <r.

Ainsi, on obtient une contradiction, parce que
Bl/nk(mnk) C Br(m) C UI O

Lemme (B)

Soit (mp) une suite dans un espace métrique. Si (mp) converge, alors (mp)
est une suite de Cauchy, cad Ve >0 IN >0 tq d(mp,mq) < € lorsque

p,q > N.
La démonstration est laissée au lecteur.

Lemme (C)

Soit M un espace métrique séquentiellement compact et r > 0 quelconque.
Alors, il existe un sous-ensemble fini {my,...,mp} c M tq

p
U Br(m,) = M
i=1



Démonstration.

Supposons qu’aucune collection finie de boules {Br(m,-) |1<i<p } n’est
pas un recouvrement de M. Donc, Vmy € M 3m, € M\ By(my). Puisque

M # By(my) U By(my),3m3 € M~ (Br(my) uB(m5)). Ainsi, on obtient une
suite mp, avec la propriété suivante :

Mp ¢ Br(my)u---uBr(mp_1).

Puisque M est séquentiellement compact, il existe une sous-suite (mp, )
convergent. Mais (mnk) n’est pas une suite de Cauchy parce que
d(mp,,mn,_,) > r. Ceci est une contradiction. O

Corollaire
Si M est un espace métrique séquentiellement compact, alors M est compact.

Démonstration.

SoitU = {U,- | i€ /} un recouvrement ouvert quelconque. Soit r > 0 donné
par le lemme A. Pour ce r, on peut choisir un recouvrement fini :

{Br(ml), e ey Br(mn) }.
Puisque B-(mj) c U;(;y pourtout j € {1,...,n }, la collection

{Ui(l)’ Ui }

est un sous-recouvrement de U. O



LE GROUPE FONDAMENTAL

Question : Etant donné deux espaces topologiques, disons X et Y,
comment peut-on décider s’ils sont homéomorphes ou non?

Il n’y a pas de méthode générale. Une possibilité est de procéder de la
maniere suivante.

Une considération naive. On choisit un espace simple, par exemple le cercle
St. Siles espaces CV(St,X) et cO(St, V) sont différents, alors X et ¥ ne sont
pas homéomorphes. Cela souléve la question suivante :

Question : Comment peut-on décider si les espaces C%(St, X) et c%(S, )
sont différents?

Parfois, on peut démontrer que les composants connexes (par arcs) de
cO(st, x) et cO(St, v) sont différents. Par exemple, si on peut démontrer
que CO(St, X) est connexe par arcs et C°(S?, Y) nest pas connexe par arcs,
on conclut que X et Y ne sont pas homéomorphes.

C’est cette approche qui se révele effective et que nous décrivons ici plus en
détail.

Soit X un espace topologique quelconque. Nous rappelons qu’un arc
joignant xg € X et x; € X est une applicationy:[0,1] — X continue tq
v(0) =xp ety(1l) = x;.Onnote/:=[0,1].

Définition
Deux arcs vo,v1:/ > Xtqvo(0) =xo =v1(0) etyo(1) = x3 =y1(1) sont

dits homotopes relativement a {0, 1} s’il existe une application continue
h:1 x| — X avec les propriétés suivantes :

h(t,0) =yo(t) pourtoutt e/,
h(t,1) =vy1(t) pourtouttel;
h(0,s) = xo pour tout s € /;
h(1,s) = x; pourtouts € /.

L'application h qui apparait dans la définition ci-dessus s’appelle une
homotopie entre yq et y;.

Siyo ety; sont homotopes, on écrit yg ~ y; rel {0,1} (ou, simplement
Yo = Y1)



Si on definitys:/ — X parys(t) = h(t,s), on peut penser de la famille
{vs|s €} commeun arc (dans C%(/,X)) joignant yq et yy. Alors,
informellement, y( et y; sont homotopes, si on peut déformer
continliment yg versy; (en préservant les extrémités).

Proposition

Si X est un sous-ensemble de R" convexe, alors tous les arcs (joignants x, et
X1) sont homotopes.

Démonstration.
Posons
h(t,s) == (1 -s)yo(t) +sy1(t).
Une vérification directe montre que c’est une homotopie entre yq et
Y1 O

Lemma

~ rel {0, 1} est une relation d’équivalence sur I’ensemble de tous les arcs
dans X joignant xg et xj.

Démonstration.
La réflexivité est évidente.

Si h est une homotopie entre yg ety, alors A(t,s) := h(t,1 - s) est une
homotopie entrey; etyg. Donc, ~ est symétrique.

Soient h une homotopie entre yg et y; et h une homotopie entre y; et v,
donc

F’(tao) :YI(t) et 'Z’(t’l) ZYZ(t)
(de plus, on a toujours que les extrémités sont préservées). On definit
h(t,2s sise(0,1/2],
Ho) o [1029) sise012]
h(t,2s-1) sise[1/2,1].
Puisque h(t,1) = y1(t) = f~7(t, 0), lapplication H est continue. De plus, H

préserve les extrémités. Ainsi, H est une homotopie entre yq ety, qui
montre la transitivité. n



PRODUIT

Soity un arc joignant xg et x; ; soit 3 un arc joignant x; et x,. On définit un
arcy * [3 par
v(2t) site[0,1/2],
Y * B(t) := .
B(2t-1) site[l/2,1].

Notons quey * 3 est continu et joigne xg a x,.

Remarque

« Le produit» vy * 3 est bien défini seulementsiy(1) = 3(0)!

Lemme
Siyo~vyyrel{0,1} et g~ (1 rel {0,1}, alors
Yo * Bo ~v1 * By rel {0,1}.

La démonstration est a vous comme exercice.

Soit X un espace topologique quelconque. On choisit xg € X. Considérons
Q(X,xo) = {7y estun arc dans X joignant xo ax; = xo }.
Tout élémenty de Q (X, xg) s’appelle un lacet (base en xg). Un lacet est

simplement une application continuey : S - X tqy(0) = xo = y(1), ou on
pense de S' comme [0,1]/ ~.

Définition
L’ensemble

1 (X, x0) = Q(X,x0)/ =
s’appelle le groupe fondamental de X (base en xp).

Notons qu’a ce stade, 711 (X, xg ) est bien défini seulement comme un
ensemble. On va justifier le nom plus tard.

Siy estun lacet, [y] € 11 (X, xg) Sappelle la classe d’équivalence dey. On
peut voir ['y] comme la composante connexe par arcs dey dans Q (X, xg)
(nous n’essayons pas ni de prouver cela ni méme de définir une topologie
sur Q(X,xp)).



Théoreme
711 (X, Xg) est un groupe par rapport a la multiplication

[v1]-[va] = [v1 *val. (*)
On va prouver ce théoreme en plusieurs étapes.
Etape 1. Soity un lacet et p:[0,1] — [0, 1] une application continue tq
p(0) =0etp(1) =1.Alors, [y p]=[v].
En effet, h(t,s) =v((1-s)t+sp(t)) est une homotopie.

Etape 2. Le produit () est bien défini et associatif.

On a déja démontré que l'application 711 (X, Xxg) x 711 (X, Xg) = 711 (X, Xg)
donnée par (x) est bien défini. Pour démontrer l’associativité, on observe
d’abord que

o(4t) site[0,1/4],
(axPB)*y(t)=1p(4t-1) site[1/4,1/2],
v(2t-1), site[1/2,1],

et o(2t) site[0,1/2],
oo (B*y)(t)=1pB(4t-2) site[1/2,3/4],
v(4t-3), site[3/4,1].
On peut vérifier que

(@+B)*xy=((axB)*v)ep,

ou
t/2, site[0,1/2],
o(t) ={t-1/4, site[1/2,3/4],
2t—1, site[3/4,1].
Donc,
(Led[BN)[v] =[x BI[Y] = [(x# B) *v] =[x+ (B V)]
= [o][B *v] = []([BI[Y])-



Etape 3. Il existe un élément neutre dans 7t; (X, xp) par rapport au
produit (x).

Soit xg le lacet constant, cad I'application constante | — Xg, t = xg. Pour un
lacety,ona :
v(2t) site[0,1/2],
(v *x0)(t) = {

X0 site[1/2,1].
Si on définit p par

1 site[1/2,1],
on a évidemment quey o p =y * Xg. Ainsi,
[v]=T[v*x0]=[v][x]

De la méme maniére, on obtient [xg][y] = ['Y]. Par conséquent, [xg] est
I’élément neutre dans 711 (X, Xg).

o6) - {Zt site[0,1/2],

Etape 4. Nous prouvons l’existence d’un inverse.

Pour un lacety, on définit
y(t) =v(1-1).

On va prouver quey *y ~ Xg ~ Y * y. En effet, considérons

v(2t) site[0,s/2],

h(t,s) :=1v(s) site[s/2,1-5/2],

v(2-2t) site[l-s/2,1].
Puisque h(t,0) = xg et h(t,1) =y *y(t), on obtient quey * y ~ xp. De la
méme maniere,onay *y ~ Xg. Ainsi,

V] = Y] e m (X, x0)
est ’élément inverse de [y].

En résumé, les étapes 1 - 4 montrent que 711 (X, xg) est un groupe.



Proposition
Si X c R" est convexe, alors 111 (X, xg) = {1} pour tout xq € X.

Proposition

Si X est connexe par arcs, alors 111 (X, xg ) et 711 (X, x1) sont isomorphes pour
tous xp, X1 € X.

On peut trouver une démonstration dans Gamelin, Greene. Introduction to
topology, Theorem 3.3.

Si X est connexe par arcs, on note par 7t1 (X) la classe d’isomorphisme du
groupe 711 (X, Xo ). Parfois, on dit que 711 (X) est le groupe fondamental de X
méme si ce n’est pas tout a fait correct.

HOMOMORPHISMES INDUITS
Soit f:X — Y une application continue tq f(xg) = y, € Y. Définissons

fu:m1(X,x0) = 11(Y, yo) par folv] =[fovl].

Théoreme

L’application f, est bien définie. En fait, f, est un homomorphisme de
groupes. De plus, sig:Y — Z est une autre application continue, on a

(goF)e = guofa.

Démonstration.

Si h et une homotopie entre yg atyy, alors f o h est une homotopie entre
foyo etfoy;.Parconséquent, f, est bien défini.

Siy et 3 sont deux lacets, on a

Fo (v % B)() = {foy(2t) site[0,1/2]

fop(2t-1) site[1/2,1] (Foy)* (fo ) (b).



Démonstration (suite).
Par conséquent,

F([VIIR]) = (e [v]) (£ [B]),

cad que f, est un homomorphisme de groupes.

La propriété (gof). = g« o f. découle immédiatement de la définition de
Fine O

Corollaire

Si f est un homéomorphisme, alors f.: 1y (X, x0) — T (Y, f (xo)) estun
isomorphisme.

Démonstration.
Si f est un homéomorphisme, alors 3g: Y — Xtqfog =idyetgof =idy
(bien siir, g = f1). En utilisant le théoréme précédent, on obtient
fuogs = (idy)s =id:mi(Y,y9) > m1(Y,y9) avec yp=f(x) et
gx«of, =id:m1(X,x9) = 11 (X, X0).
Ainsi, f. est un isomorphisme. O

REVETEMENTS
Définition
Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application surjective et
continue p:Y — X s’appelle un revétement, si Vx € X il existe un voisinage U

dexta ) = L Ve
xeA | )
et Vo e Aonaquef|y,:Vy - Uestun homéomorphisme.

Notons que Vx € X le sous-espace p~1({x}) c Y est un espace discret.

Exemple (Revétement trivial)

Si F est un espace discret, pour tout espace topologique X la projection
p:Y=XxF—->X, p(xf)=x,estunrevétement.

Exemple (Revétement universel du cercle)
L’hélice H c R3 est I'image d’application

h:R- R,  h(t) = (cos2nt, sin2nt, t).

Notons que H est homéomorphe a R et, en fait, h est un homéomorphisme
(comme lapplication R — H).



Exemple (suite)

SiTT:R3 — R? est la projection standard, cad TI(x, y, z) = (x, y), on obtient
par restriction une application continue TT|y: H — St. Enidentifiant H avec
R, on obtient

p=Toh:R—S'  p(t)=(cos2nt, sin2nt).

Pour démontrer que p est un revétement, on observe que
st= (st {(1,0)}) u(S' N {(~1,0)}) = Us U U_.

Puisque p~3(1,0) =Z,ona

pt(U)=R~Z=||(n, n+1)

neZ

etp:(n,n+1) - U; est un homéomorphisme pour tout n € Z. De la méme
maniére, on a

prU) = | | (m=-1/2, m+1/2)

meZ

etp:(m-1/2, m+1/2) — U- est un homéomorphisme pour tout m € Z.
Ainsi, p est un revétement.

Exercice
Prouver que les applications suivantes sont revétements :

p:St — St p(z2) = 7% Ici, on considére S comme un sous-ensemble
de C. Plus généralement, p,: St — S, pn(z) = 2", est un revétement
pourtoutne Z.

p:R2 > T =5txSt, p(s,t) = (2, &™),

p:5% > RP?,  p(x)=[x] (laprojection canonique).

Exercice

Supposons qu’un groupe (discret) G opere sur un espace topologique Y
dans la maniere que les hypotheses du théoréme sur le sujet que l'espace
quotient X := Y/G est Hausdorff sont satisfaites. Prouver que la projection
canonique 7t: Y — X est un revétement. En fait, tous les exemples ci-dessus
peuvent étre obtenus de cette maniere (en choisissant Y et G de fagon
appropriée).



RELEVEMENTS D’UNE APPLICATION

Soit f: Z — X une application continue quelconque.
Définition
On dit qu’une application f:Z — Y estun relévement de f, si po f=f.

On représente cette situation par le diagramme suivant

Sl

f
L——X

et on dit que ce diagramme est commutatif.

Exercice

Démontrer que tout relevement d’une application continue est lui-méme
continue.

Exemple

Soit f:R3 \ {0} — RP? la projection canonique (qui n’est pas un
revétement! (Pourquoi?)), cad que f(x) est la droite passant par 0 et x.
L'application ~

est un relévement de f, ot p: $% — IR[FD2 est la projection canonique.

Lemme

Soitp:Y — X unrevétement et f :Z — X une application continue quelconque,
ol Z est connexe. Si fy et f2 sont deux relévements de f tq f (z9) = 2 (z0)
pour un point zy € Z, alors fy = f,, cad que f,(z) = f,(z) pour tout z € Z.

Démonstration.
Soient
S:= {zeZ|1~‘1(z):1~‘2(z)} et T := {zeZ|I~‘1(z)¢?2(z)}.
On va démontrer que S est ouvert. Pour tout z € S soit U c X un voisinage de

f(y) comme dans la définition d’un revétement. Soit V = Vy c p1(U)tq
fl(Z)=f2(Z)EV. O



Démonstration (suite).

Puisque f, 1~‘1, ?2 sont continues, il existe un voisinage W c Zde z tq
f(W) c U, fL(W) cV f>(W) c V.
Puisque p:V — U est un homéomorphisme et 1?1, ?2 sont des relevements,
~ -1 ~

onafilw = (plv) oflw = f|w.Alors, W c Set, donc, S est ouvert.
Maintenant, on va démontrer que T est ouvert. Choisissons doncunzeT.
Comme dans le cas précedent, il existe V; = Vi, etV = Vi, tq fj(2) € V;. Si
Vi = Vo =: V, Pargument ci-dessus montre que

~ _1 ~

fi(2) = (plv) ~oflw = H(2),

ce qui estimpossible parce que z € T. Ainsi, V; et V, sont disjoints. Or, par la
continuité de f; et f,, il existe un voisinage W de z tq

?1(W) clp et ?2(W) cl, — fl * 1?2 nulle part sur W.
Cela montre que T est ouvert.

Puisque S + g et Zest connexe,alorsT=0 < Z=S. O

Théoreme

Soitp:Y — X en revétement, xq € X. Pour tout yo € p~*(xq) et pour tout
cheminy:1=[0,1] - X tqy(0) = xq il existe un seul relevementy:1 — Y tq
¥(0) = yo.

Démonstration.
’unicité découle du lemme précédent parce que / est connexe.
Pour tout x € X on peut trouver un voisinage Uy de x comme dans la

définition d’un revétement, cad que p~1(Uy) = Lges Vo €t p: Vo — U est un
homéomorphisme.

La collection {y_l(U ) | x e x}
X

est un recouvrement ouvert de /. Puisque / est un espace métrique, par le
lemme A du cours précédent, il existe une subdivision

O=to<ti<ty<---<tn=1 tq  Y([txts1]) c Ux = Ug,
pour tout k < n. O



Démonstration (suite).

On va construire un relévement récursivement. Ainsi, tout d’abord

v([to, t1]) € Up. Puisque xo = y(0) € Ug et p~2(Ug) = L; Vo, > yo, il existe
Jota yo € Vpj, . En utilisant que p|V0j0: Voj, = Uo estun homéomorphisme,
on peut définir

N N 1

Vilto,ti] > Y par ¥ =(ply, ) "o
Supposons qu’on a déja construit le reléevement y sur [0, t; |. Nous savons
que Y ([tk, tys1]) © Ug. Puisque 0 (Uy) = LIj Vij et () € p~H(Ug), Fjk tq
Y(ty) € Vk;,- Donc, on peut définir un prolongement de y sur [t;, t,. 1] par

- 1

¥ =(ply,;, ) °v-
Apres un nombre fini d’étapes, nous obtenons un relevement de vy qui est
défini sur [0, 1]. O

Théoreme

Soitp:Y — X un revétement et h:1 x | — X une application continue
quelconque. Pour tout y € Y tq p(yq) = h(0,0) il existe un seul relevement
h:1x1—Ytqh(0,0) = yg.

On peut obtenir une démonstration de la méme maniere comme la
démonstration du théoreme précédent. Pour des détails, voyez Gamelin,
Greene. Introduction to topology, Theorem 5.3.

Définition
Un espace topologique X est dit simplement connexe, si X est connexe par
arcsetmy(X) = {1}.

Par exemple, R" est simplement connexe. On va démontrer que St n'est pas
simplement connexe.



Théoréeme
La sphere S" est simplement connexe lorsque n > 2.

Démonstration.

Etape 1. Siy est un lacet sur S” basé en pole sud S, alors y est homotope a
un lacety; tqImy; # N, ou N est le pdle nord.

Considérons le recouvrement de S” suivant :
W:={Uy,Up} ol Uy:=S"~{P} et Up:=S*~ {N}.

Notons que {y~1(Uy),y *(Up)} est un recouvrement ouvert de [0, 1]. Par
un argument utilisé dans la preuve du théoreme sur les relevements de
chemins, il existe une subdivision

O=t0<tl<t2<---<tp=l

tq y([tk, tk+1]) est contenu dans Uy ou Up. De plus, on peut supposer que
v(t,) # N pour tout k. O

Démonstration (suite).

On construity; en remplagant y sur chaque sous-intervalle. Si

y([tk, tk+1]) c Up, on ne fait rien parce que N ¢ Up. Supposons donc que

Y ([t tis1]) © Up. Puisque Uy \ {N} est homéomorphe a R \ {0} etn > 2,
Un \ {N} est connexe par arcs. Donc, pour les deux points pg = y(t;) et

p1 :=Y(ty,1), on peut trouver un cheminy:[t,,t,.1] = Uy ~ {N} tq

V() =po=v(t) et V(t1) =p1=Y(tks1)-
Puisque Uy est homéomorphe a R”, si on considere y comme un chemin
sur Un, ¥ et |, t,,,] Sont homotopes relativement a {¢, t, 1 }. Ainsi, en
remplacent~y|[tk,tk+l] pary, on obtient un chemin sur S” qui est homotope

ay et dontimage sur [t;, t,. 1] ne contient pas le pble nord. Apres un
nombre fini de ces remplacements élémentaires, on obtient y;.

Etape 2. Tout lacet sur S” dont image ne contient pas le pole nord est
homotope a lacet constant P.

La démonstration est a vous comme exercice. O



Soit p: Y — X un revétement. Supposons quey € Q(X,xg) et yo € p~1(xp).
On obtient l’'application

O =0y :QX,x0) > p(x0),  O(v)=¥(1),
ou 7y est le reléevement tq ¥(0) = y,.

Remarque

Méme siy est un lacet, y n’a pas besoin d’étre un lacet, cad que y(1) # y,
en général.

Proposition
O () dépend seulement de [y]. En particuliere, on a l'application
-1
D711 (X,x0) = P~ (X0)-
Si Y est simplement connexe, cette application est bijective.

Démonstration.
Soit h une homotopie entreyg =y ety;. Parle théoreme ci-dessus, il existe
h:l1xI—Ytqh(0,0) = y,. Puisque l'application
| - X, s~ h(0,s) = xg
est constante, f;(q,s) e p~1(xg). Mais p~1(xp) est un espace discret, donc

l'application s — h(0,s) est aussi constante, car continue. Ainsi,
h(0,s) = y, pour tout s € I.

De la méme maniere, on obtient que l'application
I->m Y (x), s~ h(1,s)
est aussi constante.
Maintenant, on observe que le chemin t f~7(t, 0) est le seul relevement de
t = h(t,0) = yo(t) avec le débuten y,. De la méme maniere, t — h(t, 1) est

le seul relevement de t — h(t,1) =y (t) avec le débuten h(0,1) = y,. Mais
on a déja démontré que

h(1,0)=h(1,1) <  D(yo) = D(y1):
Ainsi, @ est bien définie comme l'application 73 (X, xg) = p~*(xp). O



Démonstration (suite).

Supposons maintenant que Y est simplement connexe. Puisque Y est
connexe par arcs, Yy € p~1(xp) il existe un chemin  joignant y, et y. Par
conséquent,y :=po B € Q(X,xp) et B est le seul relevement de y avec le
début en y,. Ainsi, @ (y) = y qui montre que @ est surjective.

On va démontrer que @ est injective. Supposons donc que @ (yq) = D(y1)
pour certaines yo,y1 € Q(X,Xp). Soienty; le relevement de Y;tq

¥,(0) = yo. Par ’hypothese, yo(1) = y1(1) et doncyg +v1 € QY, yp).
Puisque 711 (Y, yo) = {1}, il existe une homotopie h tq

h(t’o):i/o*;l(t)’ h(t,l):J/O
h(o’s):yO’ h(l’s):y0°
Par conséquent, 7t o h est une homotopie entre yg * Y et xg. Donc,
Vollvil™' =1 = [vol=[v1]-

Corollaire
1 (RP?) 2 Z,.

Démonstration.

Puisque S? est un revétement du plan projectif simplement connexe, la
proposition précédente montre, que 7T1(|R[|:D2) contient deux éléments. Or,
il existe un seul groupe avec deux éléments. m

Corollaire
74| (Sl) ~ /.

Démonstration.

Choisissons xg = (0, 1) comme un point de base. Soit p:R — S le
revétement universel de cercle. Puisque R est simplement connexe et
p~1(xp) = Z, on obtient une bijection

) :ﬂl(Sl,XO) — 7,
ou on choisit yy = 0 comme le point de base dans R. O



Démonstration (suite).
Soient B,y € Q(S,xp). Si B ety sont les relévements tq B(0) = 0 = (0),
13 e - {B(zt) site[0,1/2],
B(1)+y(2t—-1) site[1/2,1], )
est le relevement de 3 =y avec le débuten O et lafinen (1) +y(1), cad

O([B][y]) = @([B]) + @([¥]).

Ainsi, @ est un morphisme de groupes. O

Corollaire

m(T) = Z2, 00 T est le tore,

Démonstration.
Cela découle par exemple du fait suivant (démontrer comme exercice!) :
7T1(X x Y, (Xo,yo)) = 7T1(X,X0) X 7T1(Y, yo)

Alternativement, nous avons vu qu’il y a un revétement p:R? — T. De la
méme maniére comme si-dessus, on peut démontrer que
@ :7;1(T) - p~2(xg) = Z? est un morphisme de groupes. O

Théoréme
La sphere, le plan projectif et le tore sont non-homéomorphes par paire.

Remarque

De la méme maniere, on peut aussi prouver que la bouteille de Klein n’est
isomorphe a aucun des espaces suivants : S2, RP% et T.

Théoréme (Brouwer)

Soit D = {(x,y) € R? | x> + y? < 1} le disque fermé. Toute application
continue f : D — D admet au moins un point fixe.



Démonstration.
Supposons qu’il existe une application continue f : D — D sans points fixes.
Donc, on peut considérer 'application r: D — S définie par la régle : r(p)
est le point d’intersection de la demi-droite [f(p),p) avec S'. Cette
application est continue (exercice!) et satisfaite la propriété

rov=ida, ol :S'=D, xy)=(xy).
Par conséquent,

Fe oty = idy = id: 11 (ST) - 1y (S1).

Or, cela est impossible, parce que 711 (D) = {1} et, donc, Im(r.) ={1}. O

Remarque

Le théoreme de Brouwer généralise le résultat bien connu du lecteur : pour
toute fonction f: [0,1] — [0, 1] il existe un point x tq f(x) = x. Le théoreme
de Brouwer est également valable pour la boule fermée dans R"”, mais
notre démonstration ne se généralise pas facilement parce que

m1(S") = {1} lorsque n > 2.



