Topologie

Andriy Haydys

QUESTIONS ORGANISATIONNELLES

Note finale = 80% pour ’examen écrit + 20% pour des devoirs;

Les devoirs : 6 (2+2+2) exercices toutes les trois semaines;
Chaque troisieme semaine : on choisira 1 de ces 6 exercices au hasard et

vous devrez écrire une solution en présence.
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MOTIVATION : LA CONTINUITE

f = f(x) est continue si un petit changement de x entraine
un petit changement de f(x). Ainsi,

yex = f(y)~f(x).

Par exemple, f:R — R, f(x) = x% est continue mais
f(x) = signx est discontinue.

L’objectif du cours est de trouver un langage efficace pour
discuter la notion de la continuité.

LA CONTINUITE EN PHYSIQUE

En physique, presque (?) toutes les quantités ne sont connues
qu’approximativement.

Une question fondamentale : Supposons qu’une application f décrive un
modeéle physique. Si y est une valeur approximative de x, est-ce que f( y)
est une valeur approximative de f(x) ? Autrement dit, est-ce que f est
continue?

Exemple

La force d’attraction entre deux planetes dépend continliment de leurs

masses : F = G™.72;

La période de petites oscillations du pendule T = 271\/5 est une
fonction continue de I.



LA CONTINUITE EN MATHEMATIQUE

Pour les applications f:R" — R™ le slogan
Y~ X — f(y) ~f(x)
peut étre précisé comme suit :
Définition
Une fonction f:R" — R™ est dite continue si Vx e R" Ve > 035 = 5(x,¢e) >0
tq
ly-x[<d = |f(y)-f(x)] <e

1/2
ou [h] = (£7,h?)% h=(hy,...,hn) € R".

1

Q: Pourquoi les fonctions continues sont-elles importantes?

Parce qu’elles ont des propriétés importantes, e.g. :
Sif:[a,b] - R est continue, f est bornée et Ixq € [a,b] et Ix; € [a, b]
tq vxela,b] Flxo) < F(x) < F(x1)-
(Théoreme des valeurs intermédiaires) Si f:[a,b] — R est continue,
I’équation Fx) = y,
a une solutionssif(xg) < y < f(x7).

yeR

Défi: le cas f: R — R™ ne suffit pas pour les applications.



Exemple (Le pendule : approche non rigoureuse)

Les oscillations d’un pendule sont décrites par ’équation 6 = —w? sin 6, ou
w? = % Si 0 est petit, sin 0 ~ 0, alors ’léquation approximative devient
0 = -w?0
qui peut étre résolue de maniere explicite :
O(t) = acos wt + bsin wt. (*)

On peut déterminer les constantes a et b a partir des conditions initiales,
e.g.:0(0)=0pet0(0) =0 = a=0getb=0,ainsi 0(t) = Oy cos wt.
2 2 [
NB. 0(t+2%) = 0(t) — T=2=2m/L
Alors, (*) décrit les oscillations d’un pendule approximativement.
Mais pourquoi ? Que veut-on dire par « deux fonctions sont proches » ?

En résumé, on a besoin d’une notion de continuité pour les applications
définies sur des ensembles plus généraux que R".

Pour trouver une forme plus générale, retournons au cas f: R" — R,
Désignons By (x) :={y e R" | |y —x| <r}olur>0etxeR".
Définition

Onditque Uc R" estouvertsiVxeU 3Ir>0 tq B(x)cU.
Exemple

Br(x) estouvert Vx e R" et Vr > 0.

Trn désigne la collection de tous les ouverts de R”, alors
UeTpn < R" o> Uestouvert.



Proposition
R", & € Tgn.
SiUg,...,U,€eTpn,alorsUy n---n Uy € Tpn.
Si{U; : i € I} est une collection quelconque d’éléments de Tpn, alors
Uier Ui € T

Démonstration.

Evident.

Soitx e Uy n--nUy,alorsxelU; Vje{l,... k}.
Ujestouvert = 3r; > 0tq By, (x) c U;.

Posons r := min{ry,...,r} >0.Donc B,(x) c U; Vj =
Br(x) cUpn--nU.

Soitx e Ujq Uy = Jieltgx e U;;
U; estouvert = 3r > 0tq B, (x) c U; c Ujq U;.

Définition
Pour un sous-ensemble A ¢ R™ quelconque et pour une application
f:R" — R™ quelconque, 'image inverse est définie par

FH(A) = {y eR" | f(y) e A}.

Proposition
f:R" — R™ est continue <= VUée Tpn f_l(U) € Tn.

Démonstration.
(<=):SoitxeR"ete >0;z:=f(x).
Be(2) € Tgm f1(Be(2)) € Tpr
35 > 0tq Bgs(x) c f_l(Be(Z))
Siy e Bs(x), alorsf(y) € B¢(2)
Sily — x| < 8, alors [£(y) — F(x)] < c.

Ll

Ainsi, f est continue.



Proposition
f:R" - R" est continue <= YUeTgn  f1(U) e Tgn.

Démonstration.

(= ):SoitxeR"ete > 0.
festcontinue = |[f(y)-f(x)| <e lorsque |y —x]|| <

—  f(y) € B¢(f(x)) lorsque y € Bs(x)

—  yef1(B:(x)) lorsque y € Bs(x)

—  Bs(x) c f1(Be(x)).
Alors, x € f1(U) <= f(x) e U; Ue Tpm = Je > 0tqBe(f(x)) c U
— Bs(x) c f (V) etdonc f1(U) € Tpn. O

En résume, on peut définir la continuité uniquement en termes
d’ensembles ouverts.

TOPOLOGIE
Soit X un ensemble non-vide quelconque.

Définition
Une collection Ty de sous-ensembles de X est une topologie sur X si
X, € Ty.
SiUg,...,UgeTyx,alorsU; n---n U € Ty.
Si{U,:i €I} estune collection quelconque d’éléments de Ty, alors
Ui/ Uj € e
Le couple (X, Tx) est un espace topologique. Les éléments U € Ty s’appelent
les ouverts de la topologie.

Exemple
X quelconque, Ty := {@,X}; La topologie grossiere.

X quelconque, Ty := {U c X} (tous sous-ensembles); La topologie
discréte.

X = R", Tpn; La topologie standard de R".



Remarque
Pour démontrer , il suffit de montrer que
U,Up eTy = UjpnU;eTy.
Pour un ensemble X quelconque et sous-ensembles U;, i € /,on a

XNOUi=UJX~NU) et XNUUi=N (XN U)).

i€l i€l i€l i€l

Proposition

Pour X quelconque, Ty := {U c X | X\ Uestfiniou U = &} est une topologie
sur X. Elle s’appelle la topologie cofinie.

Démonstration.
X~ (UpnUy) = (XN Up) u (XN Uy) estfini = Uy nU; e Ty.
XN Uig Ui =Njg X~ Ujestfini == Ujq U; € Ty.

|’ESPACE TOPOLOGIQUE N’EST PAS SEULEMENT UN ENSEMBLE!

Ainsi, chaque ensemble X admet au moins 3 topologies différentes (siX est
infini ) : grossiere, cofinie et discrete.

grossiere # cofinie : X \ {xg} € T)C(Oﬁ” etX\ {x} ¢ T} .

grossiere = discréte: {xg} € ‘I)‘ziscr et {xo} ¢ ‘I)%ms.

cofinie # discréte : {xo} € TI5 et {xo} ¢ ‘I)C(Oﬁ”.

Attention

On dit souvent que X est un espace topologique si la topologie est connue.
Dans ce cas, il faut bien comprendre de quelle topologie il s’agit!



DES APPLICATIONS CONTINUES

Définition
Soitf: (X,Tx) — (Y,Ty) une application entre deux espaces topologiques.
Elle est dite continue ou (Ty, Ty)-continue si pour tout U € Ty, f1(U) € Ty.

Attention
La notion de continuité dépend des topologies choisies.

Exemple
id: (X,Tx) — (X, Tyx) est toujours continue.
f: (R, Tpn) - (R™, Tpm) est continue ssi f est continue dans le sens
de l'analyse (ici, Tpn est la topologie standard de R"!).
f: (X, ‘T)g(’ms) — (R™M, Tpm) est continue ssi f est constante : siz € imf,
f1(B:(2)) + @, alors f1(B:(2)) = X < f(X) c B¢(2). Puisque e >0
est arbitraire, alors f(X) c {z}.

Ainsi, f: (IR”,‘I%C,OS) — (R™, Tpm) est continue = f est constant!

Exemple (suite)

Chaque application f: (X, T)‘giscr) — (Y, Ty) est continue parce que
chaque sous-ensemble de X est ouvert (dans T)‘z’scr .
Une fonction constante est toujours continue. Par contre, la fonction

1 six>0,
x(x) = .
0 sinon,

n’est pas continue parce que x‘l((%, 2)) = [0, +00) n’est pas ouvert
dans R (la topologie standard).

Si X contient au moins 2 points, id: (X, 79°%) — (X, T¥S") n’est pas
continue parce que id‘l({xo}) = {xo} mais {xg} n’est pas ouvert dans
04,91

Par contre, id: (X, T95") — (X, T9°%) est continue!



Lemme

Soient (X,Tx),(Y,Ty),(Z,77) des espaces topologiques et f: X - Y, g:Y - Z
des applications continues. Alors la composition g o f:X — Z est aussi
continue.

Démonstration.

La démonstration découle du fait suivant : pour toutes les applications
f:X—>Y,qg:Y - Z et pour tout sous-ensemble Uc Zon a

-1 1y
(gof) (U)=F(g™"(V)).
Ainsi, si f, g sont continues et U est ouvert, g~1(U) est ouvert et donc
f~1(g71(U)) est ouvert aussi. O

Corollaire

f=(f,H):X— R? est continue ssi 1, f>: X — R sont continues.

Démonstration.
Supposons que f: X — R? est continue. Puisque 711, 75: R? — R définies par

mx,y)=x et mxy)=y
sont continues, 71y o f = f] et 71y o f = f, sont continues par le lemme.

Supposons que f; et f, sont continues. Soit U € T et p = (p1,p2) € U.
UeTp = 3Ir>0tqBy(p)clU —

RP = (pl —IpP1 +I’) X (p2 —I,P2 +I’) & BZI’(p) AIOI'S,
F(Rp) =11 ((p1 —r,p1+r)) nfy ((pa —r,pa + 1)) est ouvert comme

lintersection des ouverts et f1(Rp) c F1(V). Ainsi,
FH(U) = U FH(Rp)
peU
est ouvert comme la réunion des ouverts. O



