MATH-F211 : Topologie

TP 5 - Homéomorphismes et topologie quotient

Thomas Saillez, Andriy Haydys

Exercice 1 (2.1.10). Quelles lettres de lalphabet latin sont homéomorphes
? On utilise une police sans-serif. La topologie utilisée correspond a celle de
sous-espace de R? comme écrit sur la feuille.

AB,C,D,EF,GH,IJKLMNOPQRSTUVWXY,Z
Il y a deux cas:

1. Si on suppose que les lettres sont infiniments fines, par exemple le | est
I’ensemble {0} x [0,1].

2. Si on suppose que les lettres sont épaisses, par exemple le | est I’ensemble
[0, €] x [0, 1].

Exercice 2. Donner un homéomorphisme entre R? et B;(0) C R?.
Exercice 3. Donner un exemple ou ’application identité n’est pas un homéomorphisme.

Exercice 4. Soit X un ensemble muni de sa topologie cofinie. Démontrer que
toute bijection f: X — X est un homéomorphisme.

Exercice 5 (2.3.1). Soient X un espace topologique et ~ une relation d’équivalence
sur X. On suppose également qu’on a une relation d’équivalence ~ sur X/ ~.
On définit alors une troisiéme relation d’équivalence = sur X par z =y > [z] ~
[y]. Démontrer que X/ = est homéomorphe a (X/ ~)/ ~.

Exercice 6 (2.3.2). Soient X et Y des espaces topologiques. On pose la relation
d’équivalence suivante sur X x Y : (z,y) ~ (r,s) <> = r. Démontrer que
Pespace quotient X x Y/ ~ est homéomorphe a Y.

Exercices frigo

Exercice 7. Donner un exemple d’espace non-Hausdorff X muni d’une relation
d’équivalence tel que X/ ~ soit Hausdorff.

Exercice 8. Sur D = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} on définit une relation
d’équivalence par

(x,y) ~ (0,1) lorsque 2% + 3% = 1.

Démontrer que D/ ~ et S? sont homéomorphe.



