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Exercice 1. Démontrer que le tore et le plan projectif sont des variétés topologiques.

Exercice 2 (5.8). Parmi les sous-ensembles de R, R? suivants, décidez (sans
trop justifier) lesquels sont compacts.

(a) [0;1]

(b) [0; +o00]

(c) @QN[0;1]

(d) {(z,y) eR?: 22 +y2 =1}

(e) {(z,y) eR®: |2 +|y| < 1}

() {(z,y) eR?: 22 +y? < 1}

(g) {(z,y) eR?:2>1,0<y<1/z}

() {(z,y) eR*:2>1,0<y <1/a}N{(z,y) € R? : 2? +y> < 100}

Exercice 3 (5.5). Soit (x,) une suite dans un espace topologique X qui con-
verge vers To, € X. Montrer que {z, | n € N} U{zs} est compact.

Exercice 4 (5.4). Soit E un espace de Hausdorff, A et B deux sous-ensembles
compacts de F.

(a) Soit x ¢ A, Montrer qu'il existe U et V' des ouverts disjoints de E tels que
zeUet ACV.

(b) Supposons que A et B sont disjoints. Démontrer qu'’il existe U et V des
ouverts disjoints de F tels que ACU et BCV.
Exercices frigo

Exercice 5 (5.1). Soit X un espace de Hausdorff et K, K5 des sous-ensembles
compacts de X. Démontrer que K1 N Ks est compact.



Exercice 6 (5.2). Soient K7 et K5 deux sous-ensembles compacts disjoints d’un
espace métrique (M,d). Montrer que la distance de Hausdorff entre K; et Ko
définie par

dH(Kl,KQ) = inf {d($1,l‘2) | x1 € Ky, 29 € KQ}

est toujours strictement positive. Trouver un exemple de sous-ensembles K7, Ko
non-compacts et disjoints tels que dy (K7, K2) = 0.



