RAPPELS

Définition

Une collection Ty de sous-ensembles de X est une topologie sur X si
X, € Ty.
SiUg,...,UgeTyx,alorsU; n---n Uy € Ty.

Si {U; :i €I} est une collection quelconque d’éléments de Ty, alors
Ujer U € Tx.

Définition
Onditque Uc R" estouvertsiVxeU 3Ir>0 tq B(x)cU.
Trn désigne la collection de tous les ouverts de R”, alors

UeTpn <= R" o> Uestouvert.

Proposition

Twn est une topologie sur R".
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Exemple
X quelconque, Ty := {@,X}; La topologie grossiere.
X quelconque, Ty := {U c X} (tous sous-ensembles); La topologie

discrete.
X quelconque, ‘T)C(Oﬁ” :={UcX| X\ UestfiniouU = @};Latopologie
cofinie.

Définition

Soitf: (X,Tx) — (Y,Ty) une application entre deux espaces topologiques.
Elle est dite continue ou (Ty, Ty)-continue si pour tout U € Ty, f1(U) € Ty.

Lemme

Soient (X, Tx), (Y,Ty), (Z,T7) des espaces topologiques et f:X - Y, g:Y — Z
des applications continues. Alors la composition g o f: X — Z est aussi
continue.



Corollaire

f=(f,H):X— R? est continue ssi 1, f>: X — R sont continues.

Démonstration.
Supposons que f: X — R? est continue. Puisque 711, 7>: R? — R définies par

mx,y)=x et mxy)=y
sont continues, 71y o f = f et 71y o f = f, sont continues par le lemme.
Supposons que f; et f, sont continues. Soit U € T et p = (p1,p2) € U.
UeTp = 3Ir>0tqBy(p)clU —

Rp:=(p1—r,p1+r)x(p2—r,p2+r)cBy(p). Alors,
F(Rp) =1 ((p1—r,p1+r)) nfyt((pa —r,pa + 1)) est ouvert comme

lintersection des ouverts et f"1(Rp) c F1(U). Ainsi,

FH(U) = U FH(Rp)

peU
est ouvert comme la réunion des ouverts. O

L’ESPACE DES FONCTIONS CONTINUES

Soit (X, T) un espace topologique. Désignons
cO(x) := {f:X — R | fest continue}.

Lemme

Soient f,g € C°(X). Alors les fonctions suivantes sont toutes continues :
f + g, définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x);
f — g, définie par (f —g)(x) = f(x) —g(x);
fg, définie par (fg)(x) = f(x)g(x);
f/g, définie par (f/g)(x) = f(x)/g(x) sig(x) + 0 en tout x € X;
f|, définie par|f|(x) = |f(x)|.



Comme exemple, nous démontrons que fg € C%(X) si f, g € €O (X).

En effet, fg est la composition suivante

I
— R,

ou w est définie par u(s,t) = st. Puisque (f,g) et usont continues, fg est
continue aussi.

f,
X (f,9) Rz

Exercice
Démontrer les affirmations restantes du lemme.

SOUS-ENSEMBLES FERMES

Soit (X, Tx) un espace topologique.
Définition

Un sous-ensemble F c X est dit fermé si X \ F est ouvert.

Exemple
[0,1] c R est fermé.
{0} c R" est fermé.

{xo} c X muni de la topologie grossiére n’est pas fermé lorsque X
contient au moins 2 points.

Z c R est fermé si R est muni de la topologie standard. Par contre, Z
n’est pas fermé dans R si R est muni de la topologie cofinie.

Ainsi, étre fermé est une proprieté de F c X et de Ty et pas seulement de F
Z c Z est toujours fermé, et cependent Z c (R, T p'est pas fermé.



Lemme
Soit X un espace topologique.
X, @ sont fermés.
SiFi,...,F, sontfermés, alors Fy U --- U F; est fermé.

Si{F; : i € I} est une collection quelconque de sous-ensembles fermés,
alors Nje, Fj est fermé. O

La démonstration découle des égalités suivantes :
AN(NB)=U@BNB) et AN(UB)=N(AB).
iel iel il il
Attention

Un sous-ensemble peut étre a la fois ouvert et fermé (par ex X c X) ou ni
ouvert ni fermé (par ex Q c R).

Remarque

La collection de tous les sous-ensembles fermés contient la méme quantité
d’informations que la topologie. On aurait donc pu baser notre définition
de topologie sur les ensembles fermés, définir un ouvert comme le
complément d’un fermé, etc. Il s’agit simplement d’une convention.

Proposition
Une application f: X — Y est continue ssi pour tout fermé F c Y l'image
inverse f~1(F) est un fermé de X.

La preuve découle du fait suivant : pour tout sous-ensemble Ac Y ona
FHY N A) =X~ FH(A). (*)

Exercice
Démontrer (*).



UN VOISINAGE

Définition (Voisinage)
Soit X un espace topologique et x € X. Tout sous-ensemble ouvert V c X tq
V > x s’appelle un voisinage de x.

Attention

Parfois on dit que V est un voisinage ouvert.

Une autre convention possible (dominante dans la littérature francaise ) :
Un voisinage de x dans X est un sous-ensemble W de X qui contient un
ouvert qui contient x.

POINTES LIMITES

Définition
Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Un point x € X est un
point limite, ou point d’adhérence de A si pour tout voisinage U c X dex,on a

(U~N{x})nA+@.

Exemple
Les points limitesde A= (-1,1) c Rsont[-1,1].
Plus généralement, les points limites de B;(x) c R" sont
Br(x):={yeR"||y-x| <r}.
L'ensemble A = {0} c R n’a pas de point limite.
Le point limite de {% |neN}est{0}.
Les points limites de Q c R sont R.

Les points limites de Z c R muni de la top. cofinie sont R. Cependant,
Z c R muni de la topologie standard n’a pas de point limite.



’ADHERENCE

Définition
Soit A c X un sous-ensemble d’un espace topologique (X, 7). Uadhérence
de A dans X est definie par

A = adh (A) := Au {points limites de A}.

Exemple

Pour B;(x) c R", B-(x) = Br(x).

Pour Z c R muni de la topologie cofini_e, Z = R. Cependant, pour
Z c R muni de la topologie standard, Z = Z.

Lemme
Soient A, B c X deux sous-ensembles d’un espace topologique X. Alors

Aest fermé dans X ssi A = A. A=A
SiAc BalorsAc B.

Démonstration.

Supposons que A est fermé. Vx e X \ A =: V, V est un voisinage tq
(VN {x})nA=g,alorsx ¢ AetdoncA = A.

SupposonsqueA=A.Vx e X\A=X\A Junvoisinage Uy tqx € Uy
et (Ux~ {x})nA=@ = Uy c X\ A Alors,X \ Aest un ouvert
comme la réunion des ouverts: X \ A = Uyex4 Uy.

Evident.
Il suffit de démontrer que A c A. Soit x un point limite de A. Alors,
V voisinage Vdexona:3yeVnAety +x. Donc, V est un voisinage

de y, qui est un point limite de A. Donc, (VN {y}) nA # @ = xest
un point limite de A.

O



Proposition
A est fermé pour tout A c X. En fait, A est le plus petit fermé qui contient A :
A= () F (*)
F est fermé
AcF

Démonstration.
Lemme — A est fermé.

Désignons temporairement par B le membre de droite de (*) et notons que
B est fermé.

SiFestferméetAc F,Ac F=FetalorsAcB.

Pour démontrer 'inclusion B c A, on note que A est un fermé qui contient A.
m

ESPACES METRIQUES

Les espaces métriques constituent une classe d’espaces topologiques.
Définition
Soit M un ensemble non-vide. Une fonction d: M x M — R est une métrique
si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

d(x,y) >0pourtoutx,yeMetd(x,y) =0ssix=y

d(x,y) =d(y,x) pourtoutx, y € M.

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) pourtout x, y,z € M (I’inégalité triangulaire).
Le couple (M, d) est un espace métrique.

Proposition (La métrique euclidienne)

d:R"xR" - R, d(x,y):\/()(1—y1)2+---+(x,«,—yn)2
est bien une métrique sur R". En particulier, d(x, y) = |x — y| est une
métrique sur R.




Lemma (L’inégalité de Cauchy)
Soientry,...,rn,S1,...,5n € R. Alors

(Srs) < () (2 D). (%)

Démonstration du lemme.

Danslecasoua:= Y rjz = 0, (*) est évidente. Supposons a > 0 et
considérons

F(t) =) (tr; +sj)2 - 2 erz +2t ) rjsj+ Zsjz
=at’ +2bt +c=a(t+ b/a)2 +c-b?/a.
Evidemment, F(t) > 0 pour tout t € R. En particulier,
F(-bja) >0 <= b*<ac <= ().

Proposition (La métrique euclidienne)

d:anlen—HR, d(x,y):\/(Xl_yl)2+...+(xn_yn)2
est bien une métrique sur R".

Démonstration.

et M2 sont évidentes. Pour démontrer V3, notons rj=xj—zjet
sj:=2z; - y,.|lfaut démontrer que

\/Z(rj+sj)2§\ﬁ+ Zsjz —
%+22rjsj+%§%+2\/2rf\/25%+% —

I’inégalité de Cauchy.




Exemple (Des espaces métriques)
Pour chaque X, la fonction

d(X:y) :{

est une métrique (la métrique d’un égoiste; la métrique discrete).

0 six=y,
1 sinon

dri(X, ¥) = X1 = y1| + X2 — ¥,| est une métrique sur R? (la métrique de
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Exemple (Des espaces métriques Il)
doo (X, y) = max{|x1 - y1l, X2 - y2|} est aussi une métrique sur R?.

Soit C%[a, b] ’ensemble des fonctions continues [a,b] — R. Pour
f,g € C%[a,b], on définit

b
di(f,g) = [ IF0) - g(x)lax,

) 1/2
a(t,9) = ( [ 100 - gt ax)

deo(f,9) = sup{|f(x) —g(x)|:xe [a,b]}.

d1,d; et do sont des métriques sur C%[a, b].



A titre d’exemple, on va démontrer : d; est une métrique sur C%[a, b].

Démonstration.

et M2 sont évidentes. Pour vérifier M3, on doit démontrer que
dl(f’g)gdl(f’h)'l_dl(h:g) —

b 2 b b
[ 10 =golax < [ 710 ~h0oldx+ [Tk ~g(x) dx.
La derniére inégalité découle de

F() =g ()| = |(F(x) =h(x)) + (h(x) = g(x))| < If(x) = h()| +h(x) = g(x)]
qui est simplement l'inégalité triangulaire de d; sur R (appliquée aux
points f(x), g(x) et h(x)). O

Exercice

Démontrer que d et do, sont bien des métriques sur C9[a, b] et €[a, b].



