RAPPELS
Définition
Un sous-ensemble F c X est dit fermé si X \ F est ouvert.
Lemme
X, @ sont fermés.

SiFy,...,F,sontfermés, alors F{ U --- U F; est fermé.

Si{F; : i € I} est une collection quelconque de sous-ensembles fermés,
alors Nje, Fj est fermé. m

Définition (Voisinage)
Soit X un espace topologique et x € X. Tout sous-ensemble ouvert V c X tq
V 5> x s’appelle un voisinage de x.

Définition
Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Un point x € X est un
point limite, ou point d’adhérence de A si pour tout voisinage U c X dex,on a

(U~N{x})nA+@.
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Définition
Soit A c X un sous-ensemble d’un espace topologique (X, 7). Ladhérence
de Adans X est definie par

A =adh (A) := Au {points limites de A}.

Proposition

A est fermé pour tout A c X. En fait, A est le plus petit fermé qui contient A.

Définition
Soit A c X un sous-ensemble d’un espace topologique (X, 7). Uadhérence
de A dans X est definie par

A = adh (A) := Au {points limites de A}.
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Proposition
A est fermé pour tout A c X. En fait, A est le plus petit fermé qui contient A :
A= () F (*)
F est fermé
AcF

Définition
Soit M un ensemble non-vide. Une fonction d: M x M — R est une métrique
si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

d(x,y) >0pourtoutx,yeMetd(x,y)=0ssix=y

d(x,y) =d(y,x) pour toutx, y € M.

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) pour tout x, y,z € M (I’inégalité triangulaire).
Le couple (M, d) est un espace métrique.
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Exemple (Des espaces métriques)

La métrique euclidienne sur R" :

dR xR >R, d(xy) =/ (X1 - y1)2+ -+ (xn - yp)?-

La métrique de Manhattan sur R” : dy¢(x, y) = |x1 — y1| + -+ + [Xn — Val-
doo (X, y) := max{|xy = yal,- .., ]Xn = ¥l }.

Sur ’ensemble des fonctions continues C°[a, b], on peut définir les
métriques suivantes :

b
di(f,9) = [ IF() - g(x)lax,

) 1/2
n(rio) = f) 00 -g0oPax)

doo (f,g) = sup{[f(x) - g(x)| : x € [a,b]}.



LA DISTANCE DE LEVENSHTEIN™
La distance de Levenshtein est une distance entre deux chaines de
caracteres qui est égale au nombre minimal d’opérations nécessaires pour
transformer une chaine de caracteres en une autre, a l’'aide de
remplacement, suppression et ajout d’un caractere.

Exemple

Prenons de mots : NICHE et CHIEN. En regardant le tableau

N|l|C|H| |E
C|{H|I|E|N

on déduit que dj e, (NICHE, CHIEN) < 4. En fait, on peut vérifier que
diev(NICHE, CHIEN) = 4.

Pour deux langues différentes, on compose une liste (100 mots, par
exemple) de mots de méme sens et on définit la distance lexicale entre ces
deux langues par

dp(L1,L2) = djey(MOT}, MOT))
J

Soit (M, d) un espace métrique quelconque. Comme dans le cas de R”, on

définit

Définition

La boule ouverte centrée en m € M de rayon r > 0 est ’ensemble
Br(m)={m"eM:d(m,m") <r}.

Les boules ouvertes dans R? pour les métriques suivantes : euclidienne, de
Manhattan et d.. Parfois, les boules ne sont pas si « rondes ».



Définition
Un sous-ensemble U c M est dite ouvert si
VmeU 3r>0 tq Br(m)cU.

Exercice
Démontrer que B-(m) est un ouvert.
Démontrer que {m’ e M| d(m,m") > r} et un ouvert.

Désignons Ty := {Uc M| Uestouvert}= Ty ;) = Ty.

Proposition
Ty est une topologie sur M. Ainsi, chaque espace métrique est un espace
topologique.

Démonstration : voir la démonstration pour Tpn (Exercise!).

Proposition

Soit d la métrique discréte sur M. Alors, T4 = TACT.

Démonstration.
Puisque chaque point {m} = B;(m) est un ouvert dans (M, d), chaque
sous-ensemble U c M est ouvert :

U= {m}.

meU
Donc, Ty = T, O

Question

Est-ce que toute topologie vient d’'une métrique?

Non. Pour démontrer cela, soit X un ensemble infini muni de la topologie
cofinie. Supposons que T = T pour une métrique d. Choisissons un
x € X et considérons
X=B1(x) U (X~ Bypp(x)) = fermé u fermé
— X est fini parce que les fermés sont finis.



METRIQUES EQUIVALENTES
Parfois différentes métriques engendrent la méme topologie.
Définition
Soient d, d’ deux métriques sur ’ensemble M. Elles sont dites Lipschitz
équivalentes (ou simplement équivalentes) s’il existe A, B > 0 tel que pour
ol @by Ad(x,y) <d'(x,y) <Bd(x,y).

Par exemple, les métriques euclidienne et de Manhattan sur R? sont
équivalentes (Preuve?).

Proposition

Sid et d’ sont Lipschitz équivalentes, alors Ty = T 4.

La démonstration découle de l'observation suivante : Si d et d’ sont ,
Lipschitz équivalentes, alors Ym e Met Vr>0 3r' > 0tqB9(m) > Bﬁ, (m)
ET VmeMetVr' >03r>0tq Bﬁ,/(m) > B9 (m).

Supposons que (M, dy) et (N, dy) sont deux espaces métriques. Sur M x N
définissons

di((my,n1),(ma,n2)) = dy(my,my)+dy(ng,ny),

da((m1,n1), (ma,np)) = \/d/w(""'l,""'z)2 +dn(n1,n2)?,

doo((my,n1),(ma,nz)) = max{du(my,my), dy(ni,nz)}.
Exercice

Démontrer que dq, d, et ds sont des métriques sur M x N.

Ainsi, le produit d’espaces métriques est un espace métrique mais la
métrique n’est pas unique. Néanmoins, on a le fait suivant.

Proposition

dq, dy et do sont Lipschitz équivalentes.

A vous de la démontrer.



SUITES ET LIMITES

Rappelons qu’une suite (x,) dans R"” converge vers x € R" lorsque n — oo
siVe >0 3IN>0tqpourtoutn>Nona |x;—x| <e.

Définition
Une suite (xp) dans un espace métrique (M, d) converge vers m € M lorsque
n— oosiVe>0 IN > 0tq pourtoutn > Nonad(xp,x) < e.

Exercice
Montrer que la limite dans un espace métrique est unique si elle existe :
lim x,=m et lim x,=m’ — m=m'.
n—o0 n—o0

Attention

La convergence est une propriété de la suite et de la métrique.

Exemple

Dans un espace muni de la métrique discrete, une suite x, converge ssi
IN e Ntg Xy = Xy41 = XNg2 = ... Dong, xp = % converge dans (R, dg), mais
pas dans (IR, d/").

Pour construire un exemple plus intéressant, nous observons : Si
fn € C9[a,b] converge vers f par rapport a do, fn () converge vers f(x)
pour tout x € [a, b].
Soit f € C%(R) une fonction positive tq f(0) = 1 et f(x) = 0 lorsque |x| > 1.
Par exemple, on peut choisir
1-|x| sixel|[-1,1
oo - {17 sixelL]
0 sinon.

Posons f,(x) := n/2f(nx) et considérons f, comme une suite dans
CO[-1,1].

\




fn ne converge pas par rapport a doo parce que f,(0) = nl/2 - oo,
Soitf(x) =0 Vx,alorsf =0.0na

n

1
dy(fn,0) = [ nY2F ()| dx ‘" n Y2 [ £(t)| dt
1

—Nn
1
= n~ 12 f f(t)|dt = const-n~Y? — 0.
-1

Donc, f, converge par rapport a d; vers f = 0.

Exercice (*)
Clarifier si f, converge par rapport a ds.

SOUS-ENSEMBLES FERMES DANS ESPACES METRIQUES

Proposition

Soit M un espace métrique, A c M et m € M. Alors, m € A ssi il existe une suite
dnp € A tq dn —> M.

Démonstration.

Sim € A, on peut poser ap, = m. Ainsi, supposonsque m e ANA —
m est un point d’adhérencede A = VneN  3a, € An By ,(m) parce

. . . 1
que By /,(a) est un voisinage de m. Par construction, d(an, m) < 1 et donc
an converge vers m.

Supposons que limap = m. S’il existe ntq a, = m, onam € A. Alors, on peut
supposer a, # m pour tout n.

Soit V un voisinage de m quelconque. Alors, 3r > 0tq B,(m) c V. Puisque
limap =m, 3N e Ntqd(an,m) < rpourtoutn > N. Ainsi,ay € Br(m) =
ay € V etay # m. Donc, m est un point d’adhérence de A. O



Théoreme (Critere des suites pour un fermé)

Soit M un espace métrique. Un sous-ensemble A c M est fermé si et seulement
si, pour toute suite (an) d’éléments de A qui converge vers m € M on a que
m € A.

La démonstration découle de la proposition précédente.

APPLICATIONS CONTINUES DANS DES ESPACES METRIQUES

Rappelons que f: (M, dy) — (N, dy) est dite continue, si
UeTy =— Ff1U)eTy.
Théoreme

Les conditions suivantes sont équivalentes :
f est continue;

VmeMetVe >0 35 =08(m,e) >0tq
dy(m’,m)<s = dy(f(m"), f(m))<e.
Vm e M et pour chaque suite (xn) de points de M on a que
lim xp=m = lim f(xp) =f(m).

n—o0 n—oo

La démonstration se fait comme dans le cas des fonctions f: R" — R et
reste a vous comme exercice.



Remarque

Comme dans le cas des fonctions R” — R, on dit que f: (M, dy) — (N, dy)
est continue en m € M si 'une des conditions équivalentes suivantes est

respectée :
Ve >0 30 =058(¢) >0tq
dy(m’,m)<s = dy(f(m"), f(m))<e.
Pour chaque suite (x,) de points de Mon a
nli_)ngox,-, =m = nli_)ng() f(xn) =f(m).

Ainsi, f est continue ssi f est continue en tout m € M.

Exemple
id: (M,dy) — (M, dy) est toujours continue.
id: (€%[a, b],dso ) — (€°[a, b],d1 ), est continue parce que

b
doo(F,g) <& —> dl(f,g):fa IF(x) = g(x)|dx < 8(b - a).

Par contre, id: (€%[a, b],d1) — (€°[a, b], dw ), n'est pas continue :
di(f,g) <6 = dw(f,g)= sup [f(x)-g(x)|<e.
xe[a,b]

Plus généralement, soient d et d’ deux métriques sur M. Alors,
d(m,m") <Ad'(m,m") VYm,m'eM
—  id:(M,d) - (M,d") est continue.

Ainsi, si d et d’ sont Lipschitz équivalentes, id: (M,d) - (M,d") et
id:(M,d") - (M, d) sont continues.



Exemple (suite)
Soitc € [a,b]. La fonction
eve: (€%a,b],dos ) = R,  eve(f) =f(c),
est continue, parce que doo (f,g) = sup, |f(x) —g(x)| <& =—
de(eve(f), eve(9)) = |f(c) - g(c)| < 8.
Pour tout mg € M la fonction f(m) := d(mg, m) est continue.

Pour voir le dernier exemple, on applique l'inégalité
d(x, ) —d(x,2)| < d(y,2) (*)

qui vaut pour tous les points x, y, z dans un espace métrique quelconque.
L’inégalité (*) découle de I'inégalité triangulaire (montrer comme exercice!)

REMARQUES SUR LES SUITES DANS LES ESPACES
TOPOLOGIQUES

Définition

Une suite (x;) dans un espace topologique (X, T) converge vers x € X
lorsque n — oo si pour chaque voisinage V de m il existe N > 0 tq pour tout
n>Nonaquex,cel.

Contrairement au cas des espaces métriques, “la” limite n’est pas unique
en général.

Exemple
Rappelons que ‘I}?mss = {@,X}. Alors, dans (X, ‘J')%mss) toute suite (xp)
converge et tout point x € X est sa limite parce que pour tout xilya un
seul voisinage : X.
Soit (xn) une suite dans (R, 7MY tq x, # xm si n # m. Alors, tout
x € R est une limite de (xp).



Proposition

Soit (X, T) un espace topologique et A c X. Si A est fermé, pour toute suite
(an) de points de A qui admet une limite a, alors a € A.

Exercice
Démontrer cette proposition.

Remarque (*)

En général, la propriété “pour toute suite (a,) de points de A qui admet
une limite g, alors a € A” n’implique pas que A est fermé:
Comme pour TN on définit

geoden . {UcX| X Uestvide, fini ou dénombrable}.
Dans (R, 7€°%") considérons A = (—o0,0]. Si (ap) cAetb >0, R~ {(xp)}

est un voisinage deb == b n’est pas une limite de (xp). Pourtant A n’est
pas fermé (par rapport & J€oden ),



