RAPPELS

Définition
La boule ouverte centrée en m € M de rayon r > 0 est 'ensemble
Br(m)={m'eM:d(m,m") <r}.

Définition
Un sous-ensemble U c M est dite ouvert si
VmeU 3dr>0 tq Br(m)cU.

Définition
Une suite (x,) dans un espace métrique (M, d) converge vers x € M lorsque
n— oosiVe>0 IN > 0tq pourtoutn > Nonad(xp,x) < e.
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Définition
Soient d, d’ deux métriques sur ’ensemble M. Elles sont dites Lipschitz
équivalentes (ou simplement équivalentes) s’il existe A, B > 0 tel que pour

toutx, y € M Ad(x,y) <d'(x,y) <Bd(x,y).

Soient d et d’ Lipschitz équivalentes. La suite (x,) converge par rapport a d
ssi (xp) converge par rapportad’.

Théoreme (Critere des suites pour un fermé)

Soit M un espace métrique. Un sous-ensemble A c M est fermé si et seulement
si, pour toute suite (an) d’éléments de A qui converge vers m € M on a que
m € A.
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Théoréme
Les conditions suivantes sont équivalentes :
f:(M,dy) — (N,dy) est continue;
VmeMetVe>0 36=06(m,e) >0tq
dy(m’,m)<s = dy(f(m"), f(m))<e.
VYm e M et pour chaque suite (xn) de points de M on a que

lim x,=m — nlim f(xn) =f(m).

n— o0

LA TOPOLOGIE INDUITE

Soit (M, d) un espace métrique. Pour tout A ¢ M on obtient une métrique
sur A par restriction: dg:Ax A > R, dy =d|gxa-
d, s’appelle la métrique induite (de celle de M sur A).

Exemple

Considérons Z c (R, dg). La métrique induite est dz(n,m) = |n — m|.
Remarquez que Ty, est la topologie discrete (parce que B1(n) = {n}) bien
que dy et la métrique discrete ne soient pas Lipschitz équivalents.

Exercice
Montrer que B (a) = {a’ € A| da(d’,a) <r} = B¥(a) nA.

Par

exemple, soit M = R? muni de la métrique
euclidienne et A = R% \ {[-10,10] x {0}}.
B5((0,1)) est non-connexe.




Proposition

Un sous-ensemble U c A est ouvert par rapport a dg ssi 3V c M qui est ouvert
dans (M,d) tqU =V nA.

Démonstration.

Supposons que U c A et un ouvert. Alors, Vu e U 3r=r(u) > 0tq
B (u) = {u’ € U|da(u',u) <r} c U.Considérons

V= By(u)w).

uel
V est ouvert comme la réunion des ouverts et

VNA-= UU(BV(U)(U) nA)=UJ Bﬁ‘(u)(u) = U.

uel
Inversement, supposons que V c M est ouvertet U =V nA. Alors, V € Ty
— VYvelV 3 B/rvév)(v) c V. En particulier, Yu e U

B’f(u)(u) = B%u)(u) NAcVnA = VnAestouvertdans (A,dy). O

Ainsi, on a démontré que

Tg, ={VNnA|Ve ‘I(M,d)}. (*)
Pour les espaces topologiques on définit la top. induite en utilisant (*) :
Définition
Soit A c (X,T) un sous-ensemble non-vide d’un espace topologique.
Définissons une collection de sous-ensembles de A par

Tla={UnA|UeT}.

T|a est une topologie sur A appelée la topologie induite.

Remarque

Quand on pense a A c X comme étant un espace topologique pour la
topologie induite, on dit que A est un sous-espace de X.



On va démontrer plus tard que la top. induite est bien une topologie.

Exemple

(0,1) cR:Uc (0,1) est ouvert ssi U est ouvert dans R parce que si V
est ouvertdansRet U=V n(0,1), UestouvertdansR.

[0,1] c R:
[0, 0,1) est ouvert parce que [0, 0,1) = (-2, 0,1)n [0, 1].
[0, 0,1] n’est pas ouvert.
(0,5, 1] est ouvert.
En général, un ouvert de [0, 1] est de la forme suivante

[0,e)uVu(d,1] ou [0,e)uV ou Vu(s1] ou V,

ou V est ouvert dans (0, 1).
R c R?: la topologie induite est la topologie standard parce que

(a,b) =B;(m)nRsim= (a%b, 0)etr= bz;a.

Attn : Un ensemble ouvert dans A n’est pas nécessairement ouvert dans X!

Lemma
La topologie induite T|, est bien une topologie sur A.

Démonstration.
A=XNA & =3NA.
SoientVy,. ..,V € T|a. Alorsil existe Uy, ..., U, € Tt.q. Vj = UjnA. Or
Vin-nVy=UnAn---nU,nA=Un---nU,NA.
Puisque T est une topologie, Uy n---n U, € T.Donc Vi n--- NV € Tu.

Soit {V; : i € I} une collection quelconque d’éléments de T|4. Alors pour
toutie/,ilexisteU; e Tt.q.UinA=V;.0r

UVi=UWinA) = (UU)nA.

Puisque T est une topologie, | U; € 7. Donc U V; € T|4. O



Proposition

Soient (X, T) un espace topologique et & + A c X. Soit LA — X
linclusion. Alors vest (T, T)-continue.

Soitf:(X,Tx) = (Y, Ty) continueet @ + Ac X. Alors, flp:=foL:A—Y
est (Tx|a, Ty )-continue.

Soient (X,Ty), (Y, Ty) deux espaces topologiques et @ + B c Y. Alors
une application f:X — Best (Tx, Ty|g)-continue si et seulement si Lo f
est (Tx, Ty)-continue.

Démonstration de
Soit U € Jy. Alors,

(For) () = CHFL(W)) = FH(U) N A
est ouvert comme l'intersection des ouverts. O

Exercice
Démontrer 1. et

BASES D’UNE TOPOLOGIE

Définition
Soit (X, 7T) un espace topologique. Une base de la topologie est un

sous-ensemble B c T, B = {B; | j € J} tq tout ensemble ouvert de X est la
réunion d’ensembles appartenanta B :

YUeT dKcJ tq U:UkeKBk'

On observe:
Tout B € B est un ouvert de X;

B est une base de la topologie ssi
VUeT et VxelU 3IBeB tq xeBcl.

Exemple

Pour un espace topologique quelconque (X, T), B = T est toujours
une base de la topologie.



Exemple (suite)
Pour (X, T4 B = {{x} | x € X} est une base. Donc, une base de la
topologie n’est pas unique en général (en fait, presque jamais).
Dans un espace métrique, B := {Br(m) |meM, re (0, oo)} est une
base. B’ := {Br(m) IimeM, reQ,r> 0} est une base aussi.

B = {Br(p) lpeQ",reQ, r> O} est une base de la topologie de R".
En particulier, R” admet une base de la topologie dénombrable.

Si B c T est une base de la topologie, on a que

VxeX dBeB tq xeB.
VB1,BoeB et VxeBinBy, dBeB tq xeBcBjnB,.

En effet, B1 est évidente. B;,By € T = B1nBy, €T —

VxeX dBeB tq xeB.
VB1,BpeB et VxeBynBy, 3dBeB tq xeBcB;nB,.

Proposition

Soit B et une famille de sous-ensembles d’'un ensemble X + & quelconque. Si
et B2 sont satisfaites, il existe une unique topologie T tq ‘B est une base de
7.

Démonstration.

On définit T := {Uk := Upex Bk | K c J} U {@}. Alors, T est une topologie
parce que

—— X € T; De plus, T3 est évident.
Vik 0 Vi = (Uker Bk) N (Uger Be) = Ukek ger (Bk N Be);
BynBy =  UxeB,nBy Bl,<,/ €T = VynV eT.
Par définition de T, B est une base de 7.

’unicité : exercice. O



TOPOLOGIE DU PRODUIT

Soit (X, Tx) et (Y, Ty) des espaces topologiques. On est tenté de définir la
topologie sur X x Y par

{UXV|UE(.T)(,V€(.T)/}. (*)
Pourtant, (*)
n’est pas une topologie parce que #
n’est pas satisfaite en général.

Lemme

(*) a les propriétés B1 et
La démonstration : exercice.

Corollaire

(*) est la base d’une topologie sur X x Y. Cette topologie s’appelle la
topologie produit.

Exercice

Si By et By sont des bases des topologies de X et Y respectivement, alors
By x By := {B xC|BeBy, Cce By} est une base de la topologie du produit.

Exemple

Considérons R? comme le produit : R x RL. Une base de la topologie du
produit est constituée de rectangles (a,b) x (c,d). Latopologie du produit
coincide avec la topologie standard (= celle induite par la métrique de
Manhattan) parce que:

Si U est ouvert par rapport a la topologie standard,ona Vu e U 3r >0
tq Bﬁ”a”h(u) c U. Alors, U est ouvert par rapport a la topologie produit,
parce que BM1(4) est un rectangle.

Si U est ouvert par rapport a la topologie du produit, Vu € U
3(a,b) x (c,d)cU tq uve(a,b)x(c,d) = Ir>0 tq
Bﬁ”a”h(u) c U. Alors, U est ouvert par rapport a la topologie standard.



Attention
Un ouvert dans X x Y n’est pas nécessairement de la forme U x V. Par

exemple, la boule ouverte B1(0) = {X% +x§ < 1} c R? n’est pas un
rectangle!

Exercice

Généraliser 'exemple précédent pour montrer ce qui suit : Si (M, dy) et
(N, dy) sont des espaces métriques, alors la topologie du produit sur M x N
coincide avec Ty, ou

di((my,n1),(mg,np)) = dy(my, my) +dy(ny,ny).

Exercice

Soient X et Y deux espaces topologiques. Choisissons un y € Y et identifions
X avec X x {y} c X x Y. Montrer que la topologie induite sur X x {y}
coincide avec la topologie initiale de X.

Proposition
Les projections p1:X x Y — X et po: X x Y — Y sont continues.

Démonstration.

UeTy = pyt(U)=UxYeTyy = pj estcontinue. O

Proposition

Soitf:Z — X x Y une application ot X, Y, Z sont des espaces topologiques.
Alors f est continue ssi pyof:Z—-X et p,of:Z—Ysontcontinues.

Démonstration.

f est continue = p; o f et p, o f sont continues en tant que composition
des applications continues.



Démonstration (suite).

Supposons que p; o f et p; o f sont continues. Soit W c X x Y ouvert pour la
topologie produit et z € f 1 (W) quelconque. On va montrer qu’il existe un
ouvert T, c f1(W) tqz e T,. Il s’ensuivra que f 1 (W) est ouvert, puisque

)= 1,

zelW
est une union d’ouverts.

Ecrivons f(2) = (x, y) € W. Alors il existe des ouvertsx e Uc Xety eV cY
tq U x V c W. Chypothése implique que T; = (p1 o f) "1 (U) et
Ty = (py o f)71(V) sont des ouverts. De plus z € Ty N Ty.

Il reste a vérifier que Ty N Ty c F~1(W). Mais si 2 € Ty n T, alors py (f(2)) e U
etpy(f(z)) eV,doncf(z) e UxV cW. O

HOMEOMORPHISMES

Définition
Une application f: X — Y est un homéomorphisme si

f est bijective. f est continue. f~1 est continue.

S’il existe un homéomorphisme entre X et Y, on dit que ces espaces sont
homéomorphes.

En topologie, les homéomorphismes jouent un role similaire aux
isomorphismes entre deux groupes en algebre ou
isomorphismes entre deux espaces vectoriels en algebre linéaire.

Attention

et 2. =3 carid: (X, ‘.Td"s.cr) — (X, T9"%) est bijective et continue, mais
id™1 = id: (X, 79705 — (X, TUSCT) nest pas continue (si X contient au moins
2 points).



