RAPPELS
Proposition

Un homéomorphisme est une application ouverte, cad que f(U) est un ouvert
si U est ouvert.

Définition
Soit X un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur X
quelconque. La famille Ty définie par

Tx/.2U = L (U) e Ty
s’appelle la topologie quotient sur X/ ~.

Lemme

Soit vz (X, Ty) = (X/ ~, TAUO) = (v, T9UY) [q projection et f:Y — (Z,T7).
Alors f est (T4t T,)-continue ssi f o t: X — Z est (Ty, Tz )-continue.

X— Tt 7
7T
l/
y

RAPPELS ||

Lemme
Soit donnée une opération d’un groupe G sur X. La relation sur X définie par
x~x' — dgeG tg x'=g-x

est une relation d’équivalence.

Dans ce cas, la classe d’équivalence [x] = Ox d’un x € X s’appelle l'orbite de
x. 0On désigne X/ ~= X/G.

Proposition

Si G opére continiiment sur X, Lg est un homéomorphisme pour tout g € G.

Exemple
Considérons l'opération de Z surR: (n,x) —> x+n.On a
R/Z = [0,1]/ ~= Sk



En utilisant le lemme sur la relation entre f: X/G - Retfomm: X - R, on
peut identifier C°(X/G) et

Ce(X) = {feCO(X) | f(gx) = f(x)}.

En particuliere,
{ les fonctions sur R continues périodiques } = c0(sh),

Exercice
Considérons l'opération de Z? sur R? :

((n,m), (x,y)) — (x+n, y+m).
Montrer que R?/Z% = T, ol T est le tore.

Donc,
{ les fonctions sur R? continues bipériodiques } = ¢°(T).

’ESPACE PROJECTIF

Définition
Lensemble des droites vectorielles dans R s’appelle I'espace projectif
réel. On désigne cette espace par RP".

Nous démontrons plus tard que RP" est un espace topologique. A ce
moment-1a, nous avons défini RP" seulement comme un ensemble.

On peut comprendre RP” comme un ensemble paramétrisant ’ensemble
des droites vectorielles dans R"*, cad que chaque point de RP"
correspond a une droite vectorielle dans R"*1,

Exemple

Il y a une correspondance
bijective (en fait, un homéomorphisme)
entre RP! et le cercle St




Rappelons qu’une droite vectorielle est un ensemble
Oy := {x e R™ | x = Av} oliv e R""1 \ {0}. Ainsi, on peut définir RP"
comme un ensemble quotient :

RP" := (R™<{0})/~ o v~w < FAeR~{0}tqw=Av.

De facon équivalente, puisque chaque droite intersecte la sphére en
exactement deux points, qui sont antipodaux, nous avons également

RP" :=S"/ ~, ol VAW < W=V,

Ainsi, on a la projection canonique 7t: S7 — RP". On définit une topologie
sur RP" comme la topologie induite de S”, cad que

RP" 5 V est ouvert — S" > (V) estouvert.

LE PLAN PROJECTIF RP2

Exercice
Montrer que ’hémisphére
$2 = {(X,y,z) R X +y?+22=1, z> 0}
contient au moins un représentant de toute classe d’équivalence.
Montrer que 'hémisphére et le disque D = {(x, y) e R* | x* + y* <1}
sont homéomorphes;

Montrer que le disque D et le rectangle R sont homéomorphes. Alors,
$2 et R sont homéomorphes aussi.



LE PLAN PROJECTIF (SUITE)
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Comme dans le cas de la bouteille de Klein, on peut démontrer que le plan
projectif ne peut pas se plonger dans R3.

Le plan projectif est un ruban de Moebius auquel on a collé un disque

i
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Construction de la surface de Boy :
https://www.youtube.com/watch?v=uig-EcQz_uU.

Explorez le plan projectif vous-méme :
https://sketchfab.com/3d-models/boys-surface-bryant-kusner-
d49b2e593962495b9deffb4206175dee.


https://www.youtube.com/watch?v=uiq-EcQz_uU
https://sketchfab.com/3d-models/boys-surface-bryant-kusner-d49b2e593962495b9deffb4206175dee
https://sketchfab.com/3d-models/boys-surface-bryant-kusner-d49b2e593962495b9deffb4206175dee

ESPACES DE HAUSDORF / ESPACES SEPARES

Rappelons que dans un espace métrique la limite d’une suite est unique si
elle existe.

Démonstration. Supposons que my, est une suite dans un espace métrique
(M,d) qui converge vers met m’.

m=limm, = Ve>0 3IN tq mpeBg(m) sinx>N\;

m' =limm, == Ve>0 3IN' tq mpeB:(m') sin>N.
Notons quesim # m’ etr:=d(m,m")/2>00onaB-(m)nB,(m") = @ parce
que
meBs(m)nBg(m) —

d(m,m") <d(m,m) +d(m,m") <r+r=d(m,m").
Alors,sim = m’, poure =r=d(m,m")/2 ettout n > max{N,N’} on a

mp € B¢(m) n B:(m"). Il Sagit donc d’une contradiction qui montre que
/
m=m'.

Le point clé de 'argument ci-dessus est le suivant : dans un espace
métrique, sim # m’ il existe un voisinage Uy de x et un voisinage Uy, de y tq
UX N Uy = .

Attention

Dans un espace topolgique quelconque il n’est pas nécessaire que les
voisinages Uy et Uy tq Ux n Uy = & existent. Par exemple, dans R muni de la
topologie cofinie, l'intersection de deux ensembles ouverts quelconques
est non vide.

Définition
Un espace topologique X est dit de Hausdorff si pour tout couple x, y € X de
points distincts il existe des ouverts Uy, V) tq
xelUy, yeUy et UxnUy=a.
On abrege “un espace topologique de Hausdorff” a un espace Hausdorff.



Remarque

La terminologie francaise pour “espace de Hausdorff” est celle d’espace
séparé.

Lemme
Une suite convergente dans un espace Hausdorff a une seule limite

Démonstration.

Supposons que X, est une suite dans un espace Hausdorff X qui converge
vers x et x. Puisque X est Hausdorff, 3U > x et 3U’ > x ouvertstqUn U’ = @.

x=limx, =— 3dIN>0 tq xpeU sin>N;
X' =limxp, = 3IN'>0 tq xpeU sin>N.

Alors, pour tout n > max{N, N’} on ax, € Un U’, une contradiction. O

PROPRIETES DES ESPACES DE HAUSDORFF

Proposition

Soit (X,T) un espace de Hausdorff et x € X. Le singleton {x} est une partie
fermée de X.

Démonstration.

Choisissons y € X\{x}. Puisque X est Hausdorff, il existe deux voisinages Uy
et Uy disjoints tels que x € Uy et y € V. En particulier, Uy c X \ {x}. Alors

N\= U Uy
yeX~{x}
est ouvert en tant que la réunion des ouverts. Ainsi, {x} est fermé. O

Remarque

Dans l'espace topologique X = {a, b} muni de la topologie
= { a, X, {a}}

le singleton {a} n’est pas fermé. Par contre, {b} est fermé.



Proposition

Soient X un esp. Hausdorffet A c X un sous-espace. Alors A est Hausdorff.

Soient X, Y deux espaces Hausdorff. Alors X x Y est Hausdorff pour la
topologie produit.

Si X est Hausdorff et si X et Y sont homéomorphes alors Y est Hausdorff.
En d’autres termes, étre un espace Hausdorff est une propriété
topologique.

A titre d’exemple, nous prouvons 1. : Soienta,b € A, a # b. En considérant a
et b comme des points de X, qui est Hausdorff, on trouve Ug, U, € Ty tq
aclUyg, belUp et UgnUp=2a.
Ondénote Vg :=UgznA et Vp:=U,nA. Alors,
acVg, beVy et VgnVycUgnUy=2a.

Proposition

Soient (X, Ty) et (Y, Ty) des espaces topologiques et f,g:X — Y des
fonctions continues. Si (Y, Ty) est Hausdorff, 'ensemble

E:= {x eX|f(x)= g(x)}
est un fermé de X.

Démonstration.
Soitx € X \ E, alors f(x) # g(x). Comme Y est Hausdorff, 3U,V € Ty tq
f(x)eU, gx)eV et UnV=g.

Puisque f et g sont continues, f~1(U) et g1 (V) sont des voisinages de x.
Alors, f1(U) ng~1(V) =: W est un voisinage de x aussi. Puisque

f(W) cf(f1(U))cU et gWw)cg(gt(Vv))cy,
onaquef(W)ng(W) =@.Alors, X \ E est ouvert. O



Corollaire

Soit X un espace topologique, A un sous-ensemble dans X tgA = X et Y un
espace Hausdorff. Pour une application f:A — Y, il existe au plus une fonction
F:X — Y continue tq F|4 = f.

Démonstration.
Supposons qu’il existe deux prolongements F,G: X — Y. Alors,

AcE={xeX|F(x)=6G(x)}cX =
X=AcE=E =— E=X =— F-=0G.

Remarque

Si le prolongement de f existe et est continu, f: A — Y est continue (par
rapport a la topologie induite).

Le prolongement peut exister ou non. Par exemple,
_ +1, six>0,
signx = .
-1, six<0

est continue sur A := R \ {0} mais ne permet pas un prolongement
continu défini sur R.

Exercice (*)

Trouver un exemple de application continue f: A — Y qui permet deux
prolongements continus A — Y (ainsi, Y ne peut pas étre Hausdorff).



LES SOUS-ENSEMBLES DENSE

Définition
Soit (X, 7T) un espace topologique. Un sous-ensemble A c X est dite dense,

siA = X. Autrement dite, A est dense, si chaque ouvert de X contient au
moins un point de A.

Exemple
(0,1) est dense dans [0, 1].
QQ est dense dans R.
R\ Q est aussi dense dans R.
Pour (X, T95") seulement X est dense.

Z est dense dans (R, JCofiny "En fait, tout sous-ensemble infini est
dense dans (R, 7<°fM).

On peut reformuler le corollaire précédent comme suit.

Corollaire

Soit X un espace topologique, A un sous-ensemble dense dans X et Y un
espace Hausdorff. Pour une application f:A — Y, il existe au plus une fonction
F:A — Y continue tq F|s = f.

Pour voir une application, dénotons par M, (R) 'espace de toutes les

matrices de taille n x n a coefficients réels. M, (R) est un espace vectoriel de

. . . . 2 /
dimension n?. Un isomorphisme M,(R) - R"" est donné par
di1 di2 ... dip
5 (all, ai2, ---,01p, ---, Adn1, dp2, - -+, ann)-
dn1 dnp2 ... Onn
En particulier, M, (R) est un espace métrique (alors, topologique).

Explicitement, n 1/2
da(A,B) = (3 (a-by)” )
ij=1



Lemme
Le sous-ensemble

GLn(R) := {A e My(R) | det A+ 0} c Mp(R)
est dense.

Démonstration.

SoitA € Mp(R) N GLy(R) < det A = 0. Pour trouver une B € GL,(R)
proche de A considérons le polyndme caractéristique de A

Xa(A) :=det (Aid = A) = A" + a; A" + -+ ap,
oua;=a;(A) € R.Puisquexs #0,ilaau plus nracines (et A = 0 est une
racine). Alors, 3Ag > 0 tq la seule racine de x4 dans (=Ag, Ag) est 0. Si
A —> 0etA, #00naque (A-Agid) € GLn(R) converge vers A et

det(A—Akid) = (-1)"xa(Ay) # 0.
Donc, A € GL,(R) et ainsi, GLy(R) = Mp(R). O

Revenons au polynome caractéristique

Xa(A) = det (?\id—A) A" AN"ra.
Evidemment, ap = x4(0) = (-1)"detA et a;(A) = —TrA. Cest un peu plus
compliqué pour les autres coefficients.

Méme si l'on ne peut pas exprimer facilement a; par les coefficients de A, on
peut en établir certaines propriétés comme suit. Si P € GL,(R),

det(P'AP) =detA = xXpipp=xa = Xop=Xro» (*)
ol Q=P 1A «— A=PO.

Théoreme
(*) s’applique a toutes P, Q € Mp(R). En d’autres termes, a;(PQ) = a;(QP).

Remarque

Bien slir,pour j=n et j=n-1 on alesidentités bien connues:
det(PQ) = det(QP) et Tr(PQ) =Tr(QP).



Démonstration.

Notons que nous avons montré que xop = xpg pour toutes Q € Mp(R) et
toutes P € GL,(R). Ainsi, pour Q fixée, considérons

f:Mp(R) = Pn,  f(P) =Xpo — XoP
ou Pp, est ’ensemble de tous les polyndomes de degré au plus n. Comme
pour Mp, on peut identifier P, avec R"*1 :

boA" + by)AN" 4+ by > (bo, b1, .., bp).
En particulier, P, peut étre muni de la topologie Hausdorff.

Lapplication M, (R) — P, A~ x4 est continue puisque tout ajestun
polynome de coefficients de A.

Lapplication M (R) — M, (R), P — PQ est continue puisqu’elle est linéaire.
Alors, Mp(R) — P, P+ xpg est continue comme composition. Ainsi, f est
continue et f = 0 sur GL,(R). Alors, f = 0 partout puisque GL,(R) est

dense. O



