Théoreme

Soit X un espace topologique muni d’une opération continue d’un groupe G.
Supposons que Vx,x" € X tq Ox # O, 3 un voisinage U de x et un voisinage
U' dex’ tg

UngU' =@  Vged.
Alors, X /G est Hausdorff (et 7t: X — X /G est une application ouverte).

Démonstration.
Soit U c X ouvert et V := 7t(U). Puisque

wl(v)=JgU ()

geG
est ouvert comme la réunion des ouverts, VV c X/G est ouvert par définition
de la topologie induite. Ainsi, 7t est une application ouverte. O

Démonstration (suite).
Soient maintenant x, x’ et U, U’ comme dans la formulation de ce théoréme.
Donc, V = t(U) est un voisinage de [x], V' = t(U") est un voisinage de [x']
etona

7tV = Y () na (V).
En utilisant (*), on obtient

wtvav) = (Ugu)N (UM )= U (gunht).
geG heG g,heG
Puisque
gunht’ =g(UngthU') = &,

on obtient 71 (V n V") = @. Enfin, par la surjectivité de 7t on obtient
Vn V' = @. Ainsi, X/G est Hausdorff. O



Exemple

Considérons 'opération de (Z, +) sur X = R définie par (n,x) — x + n.
Pourx,x” e Rtq Oy # O,/, posons

6::%inf{\x—x’—n\ :neZ}>0.

Ilsuitque U:= (x -5, x+8) et U := (x' -8, x' +§) satisfont
I’hypothese du théoreme. Alors, R/Z est un espace Hausdorff.
Exercice : Montrer, que l’application F: R — ST définie par

F(t) = (cos2mt, sin2mnt) induit un homéomorphisme f:R/Z — St.

Considérons l'opération de Z? sur X = R? définie par
((n,m), (%, y)) = (x+n, y+m).

Exercice : Montrer, que l'espace quotient R?/Z? est Hausdorff et que
l'application F:R? — St x S definie par

F(x,y) = ( cos2mx, sin27mx, cos2my, sin2my)

induit un homéomorphisme f: R?/Z? — St x St

Exemple (suite)
Considérons 'opération de Z, = {+1} sur X = S" définie par
e-X=(exp,...,Xn).
Si Oy # 0,7, 0nax # x’ et donc on peut trouver des voisinages Uy > x et
U 2 X" tq Ug n Uy = @ parce que S” est Hausdorff. De la méme
maniére, il existe des voisinages U; 3 x et U] > —x"tqU; n U] = @.
Donc, si on pose
U:=UynU; et U :=Usn(-U])
onobtientUn U’ =@ = Un (-U"). Ainsi, S" /Z, est Hausdorff.

Sz/Zz est clairement le plan projectif RP?, cad que le plan projectif
est un espace Hausdorff.



