Proposition

Soit f:X — Y une application continue entre deux espaces topologiques. Si X

est connexe, alors f(X) c Y est connexe pour la topologie induite.

Démonstration.
Supposons que f(X) est non-connexe :
fX)=UuV, UVeTgy, UnV=p, UzzetV:o

Par déf. de la top. induite, 3 U,W e Ty tqU =f(X) nUetV =f(X) n V.
Puisque f est continue,

A=Y )=t et B:=fYW)=Ff1V)
sont ouverts dans X. De plus,
X=AuB AnB=g, A+J et Bza.
puisque
X=f1fx))=fFHuuv)=ftWuft(Vv)=AuB

etU,V+2@ — A,B = @.Alors, X est non-connexe, une contradiction.

Remarque

Dans cette proposition seulement X est supposé étre connexe. En
particulier, Y peut étre non-connexe.

Comme corollaire, on obtient

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires)

O

Supposons que X est connexe et f € CO(X). Si yq = f(xo) < y7 := f(x1), alors

toutes les valeurs y € [yq, y1] sont atteintes par f, cad 'équation

fx) =y
a une solution pour tout y € [ yq, ¥1]-

Démonstration.

Puisque f(X) c R est connexe et y,, ¥ € f(X), Uintervalle [ yq, y;] est
contenu dans f(X).



Ainsi, le théoreme des valeurs intermédiaires pour fonctions f: [a,b] - R
est un corollaire de la connexité de l'intervalle sauf qu’en général les sup et
inf ne sont pas toujours atteintes.

Proposition

Etre connexe est une propriété topologique, cad
X est connexe et

) —> Y est connexe.
X et Y sont homéomorphes

Démonstration.

Supposons que f: X — Y est un homéomorphisme. Puisque X est connexe,
Y = f(X) est connexe aussi. O

Lemme

Un espace topologique X est non-connexe si et seulement s’il existe une
fonction continue f:X — {0, 1} et surjective (<> non-constante), ou {0,1} est
muni de la topologie discreéte.

Démonstration.
Supposons 3f. Soit U = f~1(0) et V = f~1(1). Evidemment X = Uu V.
Puisque {0} et {1} sont des ouverts de {0, 1}, U et VV sont des ouverts de X.
Puisque f est surjective ni U ni V n’est vide. Donc X est non-connexe.
Supposons que X est non-connexe. Alors

X=UuV, UVeldy, UnV=0, U+xgetV=za.
Définissons f: X — {0, 1} par

0 sixelU,
f(x) = .
1 sixel.

C’est une fonction continue puisque f~1(0) = Uet f~(1) = V sont des
ouverts. En outre, f est surjective puisque ni U ni V ne sont vides. O



Proposition

Un produit X x Y de deux espaces topologiques est connexe si et seulement si
X et Y sont connexes.

Démonstration.
Supposons que X x Y est connexe. Alors X = p1(X x Y) etY = po(X x Y) sont
les images d’applications continues définies sur un espace connexe.

Supposons que X, Y sont connexes et que F: X x Y — {0, 1} est continue.
Puisque ty: X = X x ¥, 1y(x) = (X, y), est continue (pourquoi?) Vy e Y,on a
que

fy:X —{0,1}, fy=Foi, <= fy(x)=F(x,y)
est continue. Alors, f, est constante parce que X est connexe. De la méme
maniere,
eV = {0,1},  K(y)=F(xy)
est constante Vx € X. Alors, pour tout (x, y), (x’, y') e X x Y ona que
FO,y) =f(y) = i(y') = F( ¥) = f(x) = £, (') = F(X, '),
cad que F est constante. O

Exemple
R est connexe;
Tout rectangle est connexe.

Proposition

Soit X un espace topologique et A c X une partie connexe de X. Alors A est
aussi connexe.

Démonstration.
Soitf : A — {0,1} une fonction continue. Alors,
fla:A— {0,1} estcontinue — f|4 estconstante

Puisque ({0,1}, 795" est Hausdorff et A est dense dans A, il existe au plus
une fonction continue F:A — {0,1} tq F|4 = 1. Cette fonction existe bien et
est évidemment la fonction constante. Par 'unicité, f : A — {0,1} est

constante. Donc, A est connexe. O



CONNEXITE PAR ARCS
Définition
Un espace topologique X est dit connexe par arcs si pour tout xg, x1 € X il

existe un application continuey:[0,1] — X telque y(0) = xg et y(1) = x3.
Dans ce cas-la, y s’appelle un chemin (arc) joignant xg a x3.

Exemple
[0, 1] est connexe pararcs:y(t) = (1 - t)xg + tx;. Par contre,
[0,1] ~ {%} n’est pas connexe par arc (Pourquoi?).
R" est connexe par arcs (Pourquoi?).
Sin>2,R"\ {0} est connexe par arc: Si xg et x; ne sont pas
colinéaires, on peut définir
v(t) = (1-t)xg + txg.
Sinon, on choisit x, qui n’est pas colinéaire avec xq et définit y par
exemple par

() = (1-2t)xg + 2t xy site[0,1/2]
W2 22t + 2t—1)x  site[1/2,1].

Exemple (suite)
S est connexe par arcs si n > 1: Pour démontrer cela, on constate que

7T:|Rn+l A\ {O} — Sn, T((X) = H
X
est continue et surjective. Pour xg, x; € S" on choisit y,, y; € R? ~ {0}
tq 7t(y;) = x;. Si'y estun chemin dans R" ~ {0} joignant y, a y;, alors
7oy est un arc dans S” joignant xq a x; . Ainsi, S” est connexe par arcs.
Si X et Y sont connexes par arcs, alors X x Y est aussi connexe par arcs :
Pour deux points (xg, yq) et (x1, y1) on choisit un chemin yy dans X
joignant xg a x1 et un chemin yy dans Y joignant y, a y;. On definit
Y:[0,1] = X x Y, y(t) = (vx(b), vy (D).

C’est un chemin dans X x Y joignant (xo, yg) a (X1, ¥1)-



Proposition
Soit X un espace topologique qui est connexe par arcs. Alors X est connexe.

Démonstration.
Supposons que X n’est pas connexe, cad X = Uu V, ou U et V sont des
ouverts tq Un V = @&. Choisissons xg € U et x; € V. Puisque X est connexe par
arcs, 3y joignant xg a xj.
Notons
A:=(Imy)nU et B:=(Imy)nV.

Les deux sous-ensembles sont ouverts dans Im-y par rapport a la topologie
induite. De plus,

XocA —> A*Q et x1eB — B=#*g.

Ainsi, Im+y n’est pas connexe, qui est une contradiction.

Cependant,
X est connexe = X est connexe par arcs.
Pour construire un exemple, considérons

X:{(x,y)e[R{2|x>0,y:sin%}u{(O,y)elR2| ye[—l,l]}

:{(x,y)e[l%2|x>0,y:sin)%}.

Cet espace est connexe .
en tant que 'adhérence
d’un espace connexe.
Cependant, X n’est pas o ‘
connexe par arcs : Soit 7
la restriction de m: R? > R, = i
(X, y) = X, sur X. Alors,

mo: X — [0, 00) est continue

et surjective. Siy est un chemin joignant (0,0) a (1/27,0),

790 v:[0,1] — [0, =] est continue et donc surjective. Neanmoins, y ne

) 21
peut pas étre continueen t = 0.

—

—

-




COMPOSANTES CONNEXES

Nous allons montrer qu’un espace topologique X peut toujours s’écrire
comme une union disjointe de sous-espaces connexes, appelés les
composantes connexes.

Lemme
Soit X un espace topologique. Supposons qu’il existe une collection
{A; c X :i € l} de sous-espaces telle que

Pour touti € I, Aj est connexe.

Pour touti,jel, AinAj + @.

Alors, A = U A; est un sous-espace connexe. En particulier, si X = U;A; alors X
est connexe.

Démonstration.

Soit f:A — {0, 1} continue. Puisque chaque A; est connexe, f|4. est
constante. Ecrivons f(A;) = {p;} oli p; = 0 ou 1. Mais pour tout j, j € |,
AinA; # @ doncp; = p;ce quiimplique que f est constante sur A. O

Définition
Soit X un espace topologique. Si x € X, la composante connexe de X, notée

Cx, est la réunion de tous les sous-ensembles connexes de X qui
contiennent x.

Lemme

La composante connexe de x est connexe. De plus Cy est fermé dans X et deux
composantes connexes Cy et Cy, sont soit disjointes, soit égales.

Cx est le plus grand sous ensemble connexe de X qui contient x au sens oul
tout sous-ensemble connexe C' de X qui contient Cy coincide avec Cy.

Démonstration.

Soient C; et C; deux sous-ensembles connexes contenants x. Donc, C; n C;
est non-vide et ainsi

LKCi| Ci>x et C; estconnexe }

i€l
est toujours connexe par le lemme précédent. En particulier, Cx est connexe
en tant que la réunion de tous sous-ensembles connexes contenantsx. O



Lemme

La composante connexe de x est connexe. De plus Cy est fermé dans X et deux
composantes connexes Cy et Cy sont soit disjointes, soit égales.

Cx est le plus grand sous ensemble connexe de X qui contient x au sens ou
tout sous-ensemble connexe C' de X qui contient Cy coincide avec Cy.

Démonstration (suite).

Puisque Cy est connexe, alors Cy est connexe. Donc, Cy est un
sous-ensemble connexe qui contient x == Cy o Cy puisque Cy est la
réunion de tous sous-ensembles connexes contenants x == C, = Cy <
Cy est fermé.

SiCxnCy #+ g,alors Cx U Cy estconnexe = Cx =CxUCy =Cy.

Si C’ est connexe et contient x, alors C’' c Cy. Side plus C' o Cx,on a
nécessairement que C’ = Cy. O

Remarque
Supposons que le nombre des composantes connexes d’un espace
topologique X est fini, donc
X=Cu---u(.
Puisque tout C; est fermé, le sous-ensemble C, U --- U C; est fermé. Donc,

C; est ouvert en tant que le complément d’un fermé. De méme, tout Cjest
ouvert (et fermé).

Remarque

On peut définir les composantes connexes par arcs de la méme maniere.
Bien que cette deux notions soient tres proches, en général les composants
connexes par arc et les composants connexes sont différents. Par exemple,
’espace

{(x,sin1/x) | x>0}
a seulement une composante connexe, mais deux composantes connexes
par arcs.



VARIETES TOPOLOGIQUES
Définition
Soitn € Zs(. Un espace topologique X s’appelle une variété

topologique de dimension n si tout point de X possede un voisinage
homéomorphe a un ouvert de R".

Pour expliquer : Si X est une variété topologique, alors X admet un
recouvrement ouvert {U; | i € | } tq pour tout/ € | il existe un
homéomorphisme @, : U; — V;, ou V; c R" est un ouvert.

Exemple

R" est une variété topologique de dimension n. Plus généralement,
tout ouvert de R" est une variété topologique de dimension n.

S" c R™1 est une variété topologique de dimension n : S” est
Hausdorff comme un sous-espace de R"*L. De plus,

{S" ~ {S},S" \ {N}} est un recouvrement ouvert et on a déja montré
que S" \ {S} et S" \ {N} sont homéomorphe a R” (projection
stéréographique).

Exemple (suite)

Le tore est une variété topologique de dimension 2. De la méme
maniere, le ruban de Mobius, la bouteille de Klein et le plan projectif
sont des variétés topologiques de dimension 2.

La réunion de deux droites qui se croisent, n’est pas une variété
topologique (Pourquoi?).

La réunion de deux sphéres qui se touchent en un point n’est pas une
variété topologique (Pourquoi?).

Exercice

Démontrer que l’espace projectif RP" est une variété topologique de
dimension n.



Théoréme
Une variété topologique X est connexe ssi elle est connexe par arcs.

Démonstration.

On a de démontrer qu’une variété topologique connexe est connexe par
arcs. On choisit un point xy € X quelconque et désigne

Cxo = {x1 € X | Fy € €2([0,1]; X) tq v(0) = xo ety(1) =xq }.
On va démontrer que Cy, est ouvert. Soit x; € Cy, quelconqueet ¢ : U — V
un homéomorphisme comme dans la définition d’une variété topologique.
Puisque V c R" est un ouvert, alors on peut trouver r > 0 tq Br((p(xl)) cV.
Désignons

U= o (Br(0(x1))),

qui est un voisinage de x;. Notons, que U’ est connexe par arcs parce que U’
est homéomorphe a B, (¢ (x1)). O

Démonstration (suite).
Six" e U etde€¥([0,1]; U') tq5(0) = x1 et 5(1) = X/, pour le chemin

(0) {y(zt) site[0,1/2],

5(2t—1) site[1/2,1]
onae(0) =xgete(l) =x". Ainsi, U’ c Gy, et, donc, Cy, est ouvert.

On va démontrer que X \ Cy, est ouvert. En effet, si y ¢ Cx,, on peut choisir
un voisinage Uy de y qui est homéomorphe a une boule ouverte dans R".
SiUy n Gy, # @, un argument similaire donne que y € Cy,. Ainsi,

Uy c X \ Cx, et,donc, X \ Cx, est ouvert. Puisque xg € Cx, == Cx, # &,
par la connexité de X on a forcément que

X\GXOZQ — X:exo.

Exercice

On dit d’un espace topologique X qu’il est localement connexe par arcs si
Vx € X il existe un voisinage U de x qui est connexe par arcs. Généraliser la
démonstration ci-dessus pour montrer que tout espace connexe et
localement connexe par arcs est connexe par arcs.



