LA COMPACITE DE PRODUITES

Théoreme

Soit X, Y deux espaces topologiques. Alors le produit X x Y est compact ssi X
et Y sont tous les deux compacts.

Démonstration.

Supposons que X x Y est compact. Puisque p; est continue, X = p1 (X x Y)
est compact en tant que I'image d’un espace compact.

Supposons que X et Y sont compacts. Soit W un recouvrement ouvert de
X x Y. Soit x € X fixé. Puisque W est un recouvrementde X x Y,VyeY
IW(y) e Wtq (x, y) € W(y). Par définition de la topologie produit,
FU(y) cXet3aV(y) cVYtq

(x,y) e U(y) xV(y) c W(y).

La collection {V(y) : y € Y} est un recouvrement ouvert de Y. La compacité
de Y implique qu’il existe un sous-recouvrement fini, disons V(y;), ...,
V(y,). Posons

U(x) =U(y1) n--nU(y,).

Démonstration (suite).
Alors pourtouti=1,...,r,

U(x) xV(y;) c U(yj) xV(y;) ¢ W(y;)
Donc

U(xX) x ¥ < U(x) x _L_rJIV(y,-) c L_rJ1W(yi)

Maintenant la collection {U(x) : x € X} est un recouvrement ouvert de X. Il
existe donc un sous-recouvrement fini {U(x7 ), ..., U(xs) }. Chaque
sous-espace U(x;) x Y est recouvert par un nombre fini d’ouvert du
recouvrement W. Donc X x Y, étant la réunion (finie) des U(x;) x Y pour

1 <i<s,estaussi recouvert par un nombre fini d’éléments du
recouvrement W.



CRITERE AUTOMATIQUE D’HOMEOMORPHISME

Nous avons déja vu qu’en général
f:X — Y est continue et bijective e f~1 est continue.
Cependant, on a le résultat suivant :

Proposition

Soit f:X — Y une bijection continue. Si X est compact et Y est Hausdorff, alors
f est un homéomorphisme.

Démonstration.

Soit G un fermé de X. Puisque G est fermé dans X qui est compact, alors G
est compact. Comme f est continue, f(G) est aussi compact. Puisque Y est
Hausdorff, f(G) est un fermé de Y. Ainsi, f est une application fermée et,
donc, un homéomorphisme. O

En tant qu’application, on a le résultat suivant.

Proposition

L’espace quotient R/Z est homéomorphe d 'ensemble S* = {z € C,|z| = 1}
muni de la topologie induite par celle de R?.

Démonstration.
On définit 'application
0:R/Z St [x]—e¥™
On a déja vu que @ est continue et bijective. Comme R/Z est compact et st
est Hausdorff, ¢ est alors un homéomorphisme. O



Exercice
Considérons l'opération du groupe Z? sur R? :

(nam) ) (Xay) - (X+n’ y+m)
Prouver que IRZ/Z2 est homéomorphe au tore T. De plus, prouver que
le tore est homéomorphe a St x St muni de la topologie produit.

Prouver que S?/{+1 } est homéomorphe au plan projectif.

LA COMPACITE DANS R”
Définition
Un sous-ensemble A ¢ M d’un espace métrique est dit borné s’il existe R > 0
et Mo € Mth C B(mo,R).

Exercice

Montrer que A est borné ssi une des propriétés suivantes est vérifiée :
VmgeM 3R =Rm, tq Ac Bgr(mp).
3C > 0tq pourtoutx,y €A, d(x,y) <C.

Proposition

Soit M un espace métrique. Si K c M est compact, alors K est borné et fermé.

Démonstration.

Puisque pour tout mg € M lafonctionK - R, K> m — d(m,mg) est
continue, alors elle est bornée, cad que K est bornée. K est fermé en tant
gu’un sous-ensemble compact d’'un espace Hausdorff. O



Théoreme
Un sous-ensemble K c R" est compact ssi K est borné et fermé.

Démonstration.
Soit K borné par rapport a la métrique doo

. Alors,
il existe R > 0tq deo(m,0) <R, cad
K c [-R,R]".
[-R, R]" est compact en tant que le produit de sous-ensembles compacts.
Puisque K est un sous-ensemble fermé, alors K est compact. O

Remarque

En général, un sous-ensemble borné et fermé d’un espace métrique
quelconque n’est pas compact. Par exemple, un sous-ensemble A
quelconque d’un espace discret est toujours borné et fermé. Cependent, A
n’est pas compact si A est infini.

LES NORMES SUR R"
Définition
Soit (E,+) un espace vectoriel. Une norme sur E est une application
N: E — [0, +00) vérifiant les trois propriétés suivantes :
Pourx e E,N(x) =0 < x=0
(Inégalité triangulaire) N(x + y) < N(x) + N(y) pour tous x, y € E.
(Homogénéité) N(Ax) = |A|[N(x) pour tout A e Ret x € E.

Exemple

Les normes suivantes sont des exemples classiques surR",n > 1:

n
Ixll1 => x| pourtoutxeR";
i=1

n
[xll2 =+ | > x?  pourtout x € R"
i=1

|X[|co = max |x;| pour tout x € R"
1<i<n



Exercice

Supposons que N est une norme sur E. Montrer que dy(x, y) = N(x — y)
définit une métrique sur E. Donc, tout espace vectoriel normé est un espace
métrique.

Théoréme

Soient Ny et N, des normes sur R". Alors N1 et N, sont équivalentes, cad qu’il
existe des constante A,B > 0 tq

ANy (x) < N1 (x) <BNy(x) pourtoutx e R".

En particulier, si N est une norme sur R", la topologie métrique associée a la
distance dy(x, y) = N(x — y) coincide avec la topologie usuelle sur R".

Démonstration.

Soit N une norme sur R quelconque. Il suffit de montrer que N est
équivalente a | - |0 parce que

1 B
MO) <Blxle etliloo S TNa(x) = Ni(0) <5 No(x),
O

Démonstration (suite).
Soit (e1, .. .,en) labase standard de R". Désignons C := Y./ ; N(e;) > 0.

NG = N( Yxier) = X il (er) < 3 [xeoN(ey) < Clx] .
En remplagant x par x — y, on obtient N(x — y) < C||x — y||c. DoNC,
N:R™ — R est continue par rapport a do.. Puisque
Soo = {X €R" | |X|loo =1}
est borné et fermé (pourquoi?), alors Se, est compact. Donc, la restriction

de N sur Se atteint son minimum A :=inf {N(x) | x € Seo } = N(xg) > 0.
Ainsi, six # 0,on a que

AN(=) = Alxleo <N().

[xleo

Attention

Le théoreme implique que les métriques dy, et dy, sont équivalantes si N;
et N, sont des normes sur R” quelconques. Cependant, le théoreme
n’implique pas que toutes les distances sur R” sont équivalentes!



COMPACITE PAR SUITES
Définition
Un sous-espace K ¢ M d’un espace métrique est dit séquentiellement

compact si toute suite (x,) c K posseéde une sous-suite qui converge vers
un point de K.

Théoréme

Un sous-espace K ¢ M d’un espace métrique est compact ssi K est
séquentiellement compact.

La preuve de ce théoreme consiste en plusieurs étapes.

Lemme

Soit (xn) c X une suite dans un espace métrique. Ecrivons S = {xp : n € N}.
Supposons que x est un point limite de S. Alors il existe une sous-suite de (xp)
qui converge vers X.

La preuve découle du fait suivant : tout point limite de A est la limite d’une
suite (a, ) tq a, € A. Détails : Fine, Bertelson, Premoselli. Intro a la topologie.

Proposition

Soit K ¢ M un sous-espace compact d’un espace métrique. Alors K est
séquentiellement compact.

Démonstration.

Si S est fini, il doit exister au moins un point x € K qui est répété un nombre
infini de fois dans (xp,). Ainsi, dans ce cas-la, il existe une sous-suite
constante, alors convergente.

Supposons que S est infini. Il suffit de démontrer que S a un point limite
dans K. Supposons qu’il n’existe pas de point limite de S dans K. Donc,
Vx € K 3e(x) > 0tqSn (Bgx)(X) \ {x}) = @. Considérons
U = {BS(X)(X) |X € K}.
La compacité de K implique qu’il existe un sous-recouvrement fini :
K c Be(Xl)(Xl) y---u Be(Xr)(Xr)‘
Mais les boules contiennent chacune au plus un point de S donc, ensemble,

elles ne contiennent pas plus que r points de S. Ceci contredit le fait que S
est infini. O



Corollaire (Bolzano-Weierstrass)

Soit (xn) c R" une suite bornée. Alors elle posséde une sous-suite
convergente.

Démonstration.
Par ’hypothese, 3R > 0tq S = {x, : n € N} c BR(0). Alors,
S c Br(0) = Bg(0),
parce que Bp(0) est fermé. Puisque S est borné et fermé, alors S est

compact par Heine-Borel. Ainsi, (x,) possede une sous-suite
convergente. O

Lemme (A)

Soit M un espace métrique séquentiellement compact et soit U = {U,- i€l }
un recouvrement ouvert de M. Alors il existe un r > 0 avec la propriété
suivante: Ym e M 3U = Ujpy € U tg Br(m) c U.

Démonstration.

Supposons qu’un tel r > 0 n’existe pas. Alors, Vvn e N dm, e M tq
B1/n(mn) ¢ Uj pour toutj € I. Puisque M est séquentiellement compact, la

suite (mp) possede une sous-suite (mp, ) qui converge versunm € M.
Puisque U est un recouvrement, il existe U; € U tq m € U;. Alors, 3r > 0 tq
Br(m) c U; parce que U; est ouvert.

Maintenant, prenons k si grand que d(mp,,m) <r/2et1/n, <r/2.0na
Bl/nk(mnk) < Bf(m)

parce que

m' €Byp, (Mn,) == d(m,m") <d(m,mp,)+d(mn,,m") <r/2+1/nj <r.

Ainsi, on obtient une contradiction, parce que
Bl/nk(mnk) C Br(m) C UI O



Lemme (B)

Soit (mp) une suite dans un espace métrique. Si (mp) converge, alors (mp)
est une suite de Cauchy, cad Ve >0 3N >0 tqg d(mp,mgq) < € lorsque

p,q > N.

La démonstration est laissée au lecteur.

Lemme (C)
Soit M un espace métrique séquentiellement compact et r > 0 quelconque.
Alors, il existe un sous-ensemble fini {my,...,mp} c M tq

p

U Br(m;) =M.

i=1

Démonstration.

Supposons qu’aucune collection finie de boules {Br(m,-) |1<i<p } n’est
pas un recouvrement de M. Donc, YVmy € M 3m, € M\ By(my). Puisque
M # By(my) U By(my),3m3 € M~ (Br(my) uB(m5)). Ainsi, on obtient une
suite mp, avec la propriété suivante :

mp ¢ Br(my)u---UBr(mp_1).
Puisque M est séquentiellement compact, il existe une sous-suite (mp, )

convergent. Mais (mnk) n’est pas une suite de Cauchy parce que
d(mp,,mn,_,) > r. Ceci est une contradiction. O



Corollaire
Si M est un espace métrique séquentiellement compact, alors M est compact.

Démonstration.

SoitU = {U,- | i€ /} un recouvrement ouvert quelconque. Soit r > 0 donné
par le lemme A. Pour ce r, on peut choisir un recouvrement fini :

{Br(ml), e e ey Br(mn) }.
Puisque B-(mj) c Uj(;y pourtout j € {1,...,n }, la collection

Wiy« > Yigay §

est un sous-recouvrement de U. O



