LE GROUPE FONDAMENTAL

Question : Etant donné deux espaces topologiques, disons X et Y,
comment peut-on décider s’ils sont homéomorphes ou non?

Il n’y a pas de méthode générale. Une possibilité est de procéder de la
maniere suivante.

Une considération naive. On choisit un espace simple, par exemple le cercle
St. Siles espaces CV(St,X) et cO(St, V) sont différents, alors X et ¥ ne sont
pas homéomorphes. Cela souléve la question suivante :

Question : Comment peut-on décider si les espaces C%(St, X) et c%(S, )
sont différents?

Parfois, on peut démontrer que les composants connexes (par arcs) de
cO(st, x) et cO(St, v) sont différents. Par exemple, si on peut démontrer
que CO(St, X) est connexe par arcs et C°(S?, Y) nest pas connexe par arcs,
on conclut que X et Y ne sont pas homéomorphes.

C’est cette approche qui se révele effective et que nous décrivons ici plus en
détail.

Soit X un espace topologique quelconque. Nous rappelons qu’un arc
joignant xg € X et x; € X est une applicationy:[0,1] — X continue tq
v(0) =xp ety(1l) = x;.Onnote/:=[0,1].

Définition
Deux arcs vo,v1:/ > Xtqvo(0) =xo =v1(0) etyo(1) = x3 =y1(1) sont

dits homotopes relativement a {0, 1} s’il existe une application continue
h:1 x| — X avec les propriétés suivantes :

h(t,0) =yo(t) pourtoutt e/,
h(t,1) =vy1(t) pourtouttel;
h(0,s) = xo pour tout s € /;
h(1,s) = x; pourtouts € /.

L'application h qui apparait dans la définition ci-dessus s’appelle une
homotopie entre yq et y;.

Siyo ety; sont homotopes, on écrit yg ~ y; rel {0,1} (ou, simplement
Yo = Y1)



Si on definitys:/ — X parys(t) = h(t,s), on peut penser de la famille
{vs|s €} commeun arc (dans C%(/,X)) joignant yq et yy. Alors,
informellement, y( et y; sont homotopes, si on peut déformer
continliment yg versy; (en préservant les extrémités).

Proposition

Si X est un sous-ensemble de R" convexe, alors tous les arcs (joignants x, et
X1) sont homotopes.

Démonstration.
Posons
h(t,s) == (1 -s)yo(t) +sy1(t).
Une vérification directe montre que c’est une homotopie entre yq et
Y1 O

Lemma

~ rel {0, 1} est une relation d’équivalence sur I’ensemble de tous les arcs
dans X joignant xg et xj.

Démonstration.
La réflexivité est évidente.

Si h est une homotopie entre yg ety, alors A(t,s) := h(t,1 - s) est une
homotopie entrey; etyg. Donc, ~ est symétrique.

Soient h une homotopie entre yg et y; et h une homotopie entre y; et v,
donc

F’(tao) :YI(t) et 'Z’(t’l) ZYZ(t)
(de plus, on a toujours que les extrémités sont préservées). On definit
h(t,2s sise(0,1/2],
Ho) o [1029) sise012]
h(t,2s-1) sise[1/2,1].
Puisque h(t,1) = y1(t) = f~7(t, 0), lapplication H est continue. De plus, H

préserve les extrémités. Ainsi, H est une homotopie entre yq ety, qui
montre la transitivité. O



PRODUIT

Soity un arc joignant xg et x; ; soit 3 un arc joignant x; et x,. On définit un
arcy * [3 par
v(2t) site[0,1/2],
Y * B(t) := .
B(2t-1) site[l/2,1].

Notons quey * 3 est continu et joigne xg a x,.

Remarque

« Le produit» vy * 3 est bien défini seulementsiy(1) = 3(0)!

Lemme
Siyo~vyyrel{0,1} et g~ (1 rel {0,1}, alors
Yo * Bo ~v1 * By rel {0,1}.

La démonstration est a vous comme exercice.

Soit X un espace topologique quelconque. On choisit xg € X. Considérons
Q(X,xo) = {7y estun arc dans X joignant xo ax; = xo }.
Tout élémenty de Q (X, xg) s’appelle un lacet (base en xg). Un lacet est

simplement une application continuey : S - X tqy(0) = xo = y(1), ou on
pense de S' comme [0,1]/ ~.

Définition
L’ensemble

1 (X, x0) = Q(X,x0)/ =
s’appelle le groupe fondamental de X (base en xp).

Notons qu’a ce stade, 711 (X, xg ) est bien défini seulement comme un
ensemble. On va justifier le nom plus tard.

Siy estun lacet, [y] € 11 (X, xg) Sappelle la classe d’équivalence dey. On
peut voir ['y] comme la composante connexe par arcs dey dans Q (X, xg)
(nous n’essayons pas ni de prouver cela ni méme de définir une topologie
sur Q(X,xp)).



Théoreme
711 (X, Xg) est un groupe par rapport a la multiplication

[v1]-[va] = [v1 *val. (*)
On va prouver ce théoreme en plusieurs étapes.
Etape 1. Soity un lacet et p:[0,1] — [0, 1] une application continue tq
p(0) =0etp(1) =1.Alors, [y p]=[v].
En effet, h(t,s) =v((1-s)t+sp(t)) est une homotopie.

Etape 2. Le produit () est bien défini et associatif.

On a déja démontré que l'application 711 (X, Xxg) x 711 (X, Xg) = 711 (X, Xg)
donnée par (x) est bien défini. Pour démontrer l’associativité, on observe
d’abord que

o(4t) site[0,1/4],
(axPB)*y(t)=1p(4t-1) site[1/4,1/2],
v(2t-1), site[1/2,1],

et o(2t) site[0,1/2],
oo (B*y)(t)=1pB(4t-2) site[1/2,3/4],
v(4t-3), site[3/4,1].
On peut vérifier que

(@+B)*xy=((axB)*v)ep,

ou
t/2, site[0,1/2],
o(t) ={t-1/4, site[1/2,3/4],
2t—1, site[3/4,1].
Donc,
(Led[BN)[v] =[x BI[Y] = [(x# B) *v] =[x+ (B V)]
= [o][B *v] = []([BI[Y])-



Etape 3. Il existe un élément neutre dans 7t; (X, xp) par rapport au
produit (x).

Soit xg le lacet constant, cad I'application constante | — Xg, t = xg. Pour un
lacety,ona :
v(2t) site[0,1/2],
(v *x0)(t) = {

X0 site[1/2,1].
Si on définit p par

1 site[1/2,1],
on a évidemment quey o p =y * Xg. Ainsi,
[v]=T[v*x0]=[v][x]

De la méme maniére, on obtient [xg][y] = ['Y]. Par conséquent, [xg] est
I’élément neutre dans 711 (X, Xg).

o6) - {Zt site[0,1/2],

Etape 4. Nous prouvons l’existence d’un inverse.

Pour un lacety, on définit
y(t) =v(1-1).

On va prouver quey *y ~ Xg ~ Y * y. En effet, considérons

v(2t) site[0,s/2],

h(t,s) :=1v(s) site[s/2,1-5/2],

v(2-2t) site[l-s/2,1].
Puisque h(t,0) = xg et h(t,1) =y *y(t), on obtient quey * y ~ xp. De la
méme maniere,onay *y ~ Xg. Ainsi,

V] = Y] e m (X, x0)
est ’élément inverse de [y].

En résumé, les étapes 1 - 4 montrent que 711 (X, xg) est un groupe.



Proposition
Si X c R" est convexe, alors 111 (X, xg) = {1} pour tout xq € X.

Proposition

Si X est connexe par arcs, alors 111 (X, xg ) et 711 (X, x1) sont isomorphes pour
tous xp, X1 € X.

On peut trouver une démonstration dans Gamelin, Greene. Introduction to
topology, Theorem 3.3.

Si X est connexe par arcs, on note par 7t1 (X) la classe d’isomorphisme du
groupe 711 (X, Xo ). Parfois, on dit que 711 (X) est le groupe fondamental de X
méme si ce n’est pas tout a fait correct.

HOMOMORPHISMES INDUITS
Soit f:X — Y une application continue tq f(xg) = y, € Y. Définissons

fu:m1(X,x0) = 11(Y, yo) par folv] =[fovl].

Théoreme

L’application f, est bien définie. En fait, f, est un homomorphisme de
groupes. De plus, sig:Y — Z est une autre application continue, on a

(goF)e = guofa.

Démonstration.

Si h et une homotopie entre yg atyy, alors f o h est une homotopie entre
foyo etfoy;.Parconséquent, f, est bien défini.

Siy et 3 sont deux lacets, on a

Fo (v % B)() = {foy(2t) site[0,1/2]

fop(2t-1) site[1/2,1] (Foy)* (fo ) (b).



Démonstration (suite).
Par conséquent,

F([VIIR]) = (e [v]) (£ [B]),

cad que f, est un homomorphisme de groupes.

La propriété (gof). = g« o f. découle immédiatement de la définition de
Fine O

Corollaire

Si f est un homéomorphisme, alors f.: 1y (X, x0) — T (Y, f (xo)) estun
isomorphisme.

Démonstration.
Si f est un homéomorphisme, alors 3g: Y — Xtqfog =idyetgof =idy
(bien siir, g = f1). En utilisant le théoréme précédent, on obtient
fuogs = (idy)s =id:mi(Y,y9) > m1(Y,y9) avec yp=f(x) et
gx«of, =id:m1(X,x9) = 11 (X, X0).
Ainsi, f. est un isomorphisme. O



