REVETEMENTS
Définition
Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application surjective et
continue p: Y — X s’appelle un revétement, si Vx € X il existe un voisinage U

dexta ) = L] Ve
xeA | )
et Vo e Aonaquef|y,:Vy - Uestun homéomorphisme.

Notons que Vx € X le sous-espace p~1({x}) c Y est un espace discret.

Exemple (Revétement trivial)

Si F est un espace discret, pour tout espace topologique X la projection
p:Y=XxF—->X, p(xf)=x,estunrevétement.

Exemple (Revétement universel du cercle)
L’hélice H c R3 est I'image d’application
h:R- R,  h(t) = (cos2nt, sin2nt, t).

Notons que H est homéomorphe a R et, en fait, h est un homéomorphisme
(comme l'application R — H).

Exemple (suite)

SiTT:R3 — R? est la projection standard, cad MM(x,y,z) = (x,y),on obtient
par restriction une application continue TT|y: H — S1. Enidentifiant H avec
R, on obtient

p=Toh:R—S',  p(t)=(cos2mt, sin2nt).

Pour démontrer que p est un revétement, on observe que
st=(s' N {(1,0)}) u(S' N {(~1,0)}) = Us U U_.

Puisque p~3(1,0) =Z,ona

pH(U) =R\ Z= | [(n, n+1)

neZ

etp:(n,n+1) - U; estun homéomorphisme pour toutn € Z. De la méme
maniere, on a

ptU) = | | (m=-1/2, m+1/2)

meZ

etp:(m-1/2, m+1/2) - U_ est un homéomorphisme pour tout m € Z.
Ainsi, p est un revétement.



Exercice
Prouver que les applications suivantes sont revétements :

p:St — St p(z2) = 2% Ici, on considére S comme un sous-ensemble
de C. Plus généralement, p,: St — S, pn(z) = 2", est un revétement
pourtoutn e Z.

p:IRz ST = Sl x Sl, p(S, t) _ (627'[f$, ezT[it).

p:5? > RP%, p(x)=[x] (laprojection canonique).

Exercice

Supposons qu’un groupe (discret) G opere sur un espace topologique Y
dans la maniere que les hypotheses du théoréme sur le sujet que l'espace
quotient X := Y/G est Hausdorff sont satisfaites. Prouver que la projection
canonique 7t: Y — X est un revétement. En fait, tous les exemples ci-dessus
peuvent étre obtenus de cette maniere (en choisissant Y et G de fagon
appropriée).

RELEVEMENTS D’UNE APPLICATION

Soit f: Z — X une application continue quelconque.
Définition
On dit qu’une application f:Z — Y estun relévement de f, si po f=f.

On représente cette situation par le diagramme suivant

S b
721 x
et on dit que ce diagramme est commutatif.

Exercice

Démontrer que tout relevement d’une application continue est lui-méme
continue.



Exemple

Soit f:R3 \ {0} — RP? la projection canonique (qui n’est pas un
revétement! (Pourquoi?)), cad que f(x) est la droite passant par 0 et x.
L'application ~ ~

PP PR (0) >, T00 =
est un relévement de f, oli p: §? — RP? est la projection canonique.

Lemme

Soitp:Y — X unrevétement et f :Z — X une application continue quelconque,
ol Z est connexe. Si f; et f2 sont deux relévements de f tq f1(zy) = fo(zo)
pour un point z € Z, alors fy = f,, cad que f,(z) = f,(z) pour tout z € Z.

Démonstration.
Soient

5= {zeZ|f1(z):1~‘2(z)} et = {zeZ|I~‘1(z)¢?2(z)}.
On va démontrer que S est ouvert. Pour tout z € S soit U c X un voisinage de
f(y) comme dans la définition d’un revétement. Soit V = Vy c p1(U)tq
fl(Z)Zfz(Z)EV. O

Démonstration (suite).

Puisque f, fl, f2 sont continues, il existe un voisinage W c Z de z tq
fw)cu, fHW)cV  L(W)cV.
Puisque p:V — U est un homéomorphisme et f1,f, sont des relévements,
~ -1 ~

onafilw = (plv) oflw = fa|w.Alors, W c Set, donc, S est ouvert.
Maintenant, on va démontrer que T est ouvert. Choisissonsdoncunz e T.
Comme dans le cas préceédent, il existe V; = Vi, etV = Vi, tq fj(2) € V;. Si
V1 = Vo =: V, Pargument ci-dessus montre que

~ _1 ~

fi(2) = (plv) ~oflw = K(2),

ce qui estimpossible parce que z € T. Ainsi, V; et V, sont disjoints. Or, par la
continuité de f; et f,, il existe un voisinage W de z tq

?1(W) clp et ?2(W) clp — 1;1 * f;_ nulle part sur W.
Cela montre que T est ouvert.

Puisque S + g et Zest connexe,alorsT=0 < Z=S. O



Théoreme

Soitp:Y — X en revétement, xq € X. Pour tout yq € p~*(xq) et pour tout
cheminy:1=[0,1] = X tqy(0) = xq il existe un seul relevementy:1 — Y tq
Y(0) = yo.

Démonstration.
’unicité découle du lemme précédent parce que / est connexe.
Pour tout x € X on peut trouver un voisinage Uy de x comme dans la

définition d’un revétement, cad que p~1(Uy) = Lges Vo €t p: Vo — U est un
homéomorphisme.

La collection {y‘l(U ) | x e x}
X

est un recouvrement ouvert de /. Puisque / est un espace métrique, par le
lemme A du cours précédent, il existe une subdivision

O=tg<ty<ty<--<tg=1 tq  Y([tytks1]) c Uy = Ug,
pour tout k < n. O

Démonstration (suite).

On va construire un relévement récursivement. Ainsi, tout d’abord

y([to,tl]) c Up. Puisque xg = v(0) € Ug et p~1(Up) = LIj Voj > o, il existe
Jota yo € Vo), . En utilisant que P’Voj'o‘ Voj, = Uo estun homéomorphisme,

on peut définir
N N il
Vilto,ti] > Y par ¥ =(ply ) "o

Supposons qu’on a déja construit le relevement y sur [0, t; |. Nous savons
que Y ([ty, tys1]) © Ug. Puisque 0 (Uy) = LIj Vij et () € p~H(Ug), Fjk ta
Y(tk) € Vj, - Donc, on peut définir un prolongement de y sur [t t, ] par
N il
¥ =(ply,, ) " °v-

Apres un nombre fini d’étapes, nous obtenons un relevement de vy qui est
défini sur [0, 1]. m



Théoreme

Soitp:Y — X un revétement et h:1 x | - X une application continue
quelconque. Pour tout yq € Y tq p(yq) = h(0,0) il existe un seul relevement
h:ix1-Ytqh(0,0) = yq.

On peut obtenir une démonstration de la méme maniere comme la
démonstration du théoreme précédent. Pour des détails, voyez Gamelin,
Greene. Introduction to topology, Theorem 5.3.

Définition
Un espace topologique X est dit simplement connexe, si X est connexe par
arcsetmy(X) = {1}.

Par exemple, R" est simplement connexe. On va démontrer que St n'est pas
simplement connexe.

Théoréeme

La sphere S" est simplement connexe lorsque n > 2.

Démonstration.

Etape 1. Siy est un lacet sur S” basé en pole sud S, alors y est homotope a
un lacety; tqIm+y; # N, ou N est le pble nord.
Considérons le recouvrement de S” suivant :

W:={Uy,Up} ol Uy:=S"~{P} et Up:=S*~ {N}.
Notons que {y~1(Uy),y 1(Up)} est un recouvrement ouvert de [0, 1]. Par

un argument utilisé dans la preuve du théoréme sur les relévements de
chemins, il existe une subdivision

O=t0<tl<t2<~-<tp=l

tq y([tk, tk+1]) est contenu dans Uy ou Up. De plus, on peut supposer que
v(t,) # N pour tout k. O



Démonstration (site).

On construity; en remplagant y sur chaque sous-intervalle. Si
y([tk, tk+1]) c Up, on ne fait rien parce que N ¢ Up. Supposons donc que
Y([tks tus1]) € Un. Puisque Uy \ {N} est homéomorphe aR" \ {0} etn > 2,
Un N {N} est connexe par arcs. Donc, pour les deux points pg = y(t;) et
p1 :=Y(ts1), on peut trouver un cheminy: ¢, t,.1] = Uy ~ {N} tq

V() =po=v(tk) et Y(t1) =p1="v(tks1)-
Puisque Uy est homéomorphe a R”, si on considere y comme un chemin
sur Uy, ¥ ety|p, t,,,] Sont homotopes relativement a {¢, ;1 }. Ainsi, en
remplacenty][tk,tkﬂ] pary, on obtient un chemin sur S” qui est homotope

ay etdontimage sur [t;, t,. 1] ne contient pas le pole nord. Aprés un
nombre fini de ces remplacements élémentaires, on obtient y;.

Etape 2. Tout lacet sur S” dont image ne contient pas le pole nord, est
homotope a lacet constant P.

La démonstration est a vous comme exercice. O

Soit p: Y — X un revétement. Supposons quey € Q(X,xg) et yo € p~1(xp).
On obtient application

O =0y :Q(X,x0) > p (x0),  O(v)=¥(1),
ou 7y est le relevement tq ¥(0) = y,.
Remarque

Méme siy est un lacet, y n’a pas besoin d’étre un lacet, cad que y(1) # y,
en général.

Proposition
®(y) dépend seulement de [y]. En particuliere, on a l'application
-1
D : 711 (X, X%0) — P~ (X0)-
Si'Y est simplement connexe, cette application est bijective.



Démonstration.
Soit h une homotopie entreyg =y ety;. Parle théoreme ci-dessus, il existe
h:1xI—Ytqh(0,0) = yq. Puisque 'application

| - X, s~ h(0,s) = xg
est constante, B(Q,s) e p~1(xg). Mais p~1(xp) est un espace discret, donc
l'application s — h(0,s) est aussi constante, car continue. Ainsi,
h(0,s) = yo pour touts € /.
De la méme maniere, on obtient que l'application

I->mt(x), s~ h(1,s)

est aussi constante.

Maintenant, on observe que le chemin t — f~7(t, 0) est le seul relevement de
t — h(t,0) = yo(t) avec le début en y,. De la méme maniére, t — h(t, 1) est
le seul relévement de t —~ h(t,1) = y1(t) avec le début en h(0,1) = y,. Mais
on a déja démontré que

h(1,0) = h(1,1) < D (yvo) = D(v1)-
Ainsi, @ est bien définie comme l'application 73 (X, xg) = p~*(xp). O

Démonstration (suite).

Supposons maintenant que Y est simplement connexe. Puisque Y est
connexe par arcs, Vy € p~1(x) il existe un chemin f joignant Yo et y. Par
conséquent,y :=po B € Q(X,xg) et B est le seul relevement de y avec le
début en y,. Ainsi, @(y) = y qui montre que @ est surjective.

On va démontrer que @ est injective. Supposons donc que @ (yq) = D (y1)
pour certaines yo,y1 € Q(X,Xg). Soienty; le relevement de Y;tq

¥,(0) = yo. Par ’hypothese, yo(1) = y1(1) et doncyy +v1 € Q(Y, yp).
Puisque 71 (Y, yo) = {1}, il existe une homotopie h tq

h(t,0) =vq * y1(t), h(t,1) = y,
h(0,s) = yo, h(1,s) = yo-
Par conséquent, 7t o h est une homotopie entre yg * Y et xg. Donc,
Yollvil™* =1 = [vol=[v1]-



Corollaire
1 (RP?) 2 Z,.

Démonstration.

Puisque S est un revétement du plan projectif simplement connexe, la
proposition précédente montre, que 7ty (RP?) contient deux éléments. Or,
il existe un seul groupe avec deux éléments. m

Corollaire
74| (51) ~ /.

Démonstration.

Choisissons xg = (0, 1) comme un point de base. Soit p:R — S le
revétement universel de cercle. Puisque R est simplement connexe et
p~1(xp) = Z, on obtient une bijection

@:my(Sh,%0) > Z,
ou on choisit yy = 0 comme le point de base dans R. O

Démonstration (suite).
Soient B,y € Q(S,xp). Si B et ¥ sont les relévements tq B(0) = 0 = (0),
13 e - {B(zt) site[0,1/2],
B(1)+y(2t—-1) site[1/2,1], )
est le relevement de 3 =y avec le débuten O et lafinen (1) +y(1), cad

O([B][y]) = @([B]) + @([¥]).

Ainsi, ® est un morphisme de groupes. O

Corollaire

m(T) = Z2, 00 T est le tore.

Démonstration.

Cela découle par exemple du fait suivant (démontrer comme exercice!) :
1 (X x Y, (X0, ¥0)) = 1 (X, X0) x 1 (Y, Yo)-

Alternativement, nous avons vu qu’il y a un revétement p:R? — T. De la

méme maniére comme si-dessus, on peut démontrer que
@:7;1(T) - p~2(xg) = Z? est un morphisme de groupes. O



Théoreme
La sphere, le plan projectif et le tore sont non-homéomorphes par paire.

Remarque

De la méme maniere, on peut aussi prouver que la bouteille de Klein n’est
isomorphe a aucun des espaces suivants : 2, RP? et T.

Théoréme (Brouwer)

Soit D = {(x, y) e R? | x*> + y? < 1} le disque fermé. Toute application
continue f: D — D admet au moins un point fixe.

Démonstration.

Supposons gu’il existe une application continue f : D — D sans points fixes.
Donc, on peut considérer 'application r: D — St définie par la régle : r(p)
est le point d’intersection de la demi-droite [f(p),p) avec S'. Cette
application est continue (exercice!) et satisfaite la propriété

rot=idg, ol 1:S' =D, L(x,¥) = (x,y).
Par conséquent,
re oLy = idy = id: 11 (S) > 77 (SY).
Or, cela est impossible, parce que 711 (D) = {1} et, donc, Im(r) ={1}. O

Remarque

Le théoreme de Brouwer généralise le résultat bien connu du lecteur : pour
toute fonction f: [0,1] — [0, 1] il existe un point x tq f(x) = x. Le théoreme
de Brouwer est également valable pour la boule fermée dans R", mais
notre démonstration ne se généralise pas facilement parce que

m1(S") = {1} lorsque n > 2.



